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— le principe des démonstrations par induction structurelle, en I’illustrant avec I’une des
démonstrations effectuées dans ce document ;

— Pintérét pratique des algorithmes présentés, ainsi que leurs limites.

Attention : si le candidat préfére effectuer un autre travail sur le dossier, il lui est expressément
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- Vous pouvez écrire sur le présent dossier, le surligner, le découper ... mais tout
sera a remettre aux examinateurs en fin d’oral.
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documents (dossier, transparents, efc.) dont vous comptez vous servir pendant
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son intégralité. Tout ce que vous aurez présenté aux examinateurs pourra étre
retenu en vue de sa destruction.
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Preuve de la correction de I'algorithme alpha-béta

Introduction

Un domaine particulier de I'intelligence artifidelest celui de la programmation des jeux a
deux joueurs, comme le jeu de go, celui des éclcsC’est précisément un grand précurseur de
linformatique et de l'intelligence artificielle, lan Turing, qui, au début des années 1950, coecut |
premier programme capable de jouer aux échecs.n@apt Alan Turing ne disposant pas d’'une
machine suffisamment puissante pour exécuter sogramme, devait I'exécuter a la main et
chaque mouvement nécessitait plus d’'une demi-hderecalculs. Une partie historique a été
enregistrée en 1952 : le programme, qui jouaitreonh collegue de Turing, a perdu la partie. Il
faut attendre 1956 pour qu’'un programme informatigatte un joueur humain. Le programme était
exécuté sur une énorme machine (MANIAC1, constraitdaboratoire américain de Los Alamos
dans le cadre du programme de développement ded’aucléaire) qui pouvait effectuer jusqu’a
10 000 instructions par seconde. Cependant, scersaive humain ne connaissait le jeu des échecs
gue depuis une semaine !

Le principe de ces programmes était d’exploitdiotae de calcul des machines en explorant
toutes les possibilités de jeu a partir d'une aqunfation donnée. En 1958, trois scientifiques de
l'université Carnegie-Mellon, Newell, Shaw et Simapporterent une amélioration qualitative
notable en inventant I'algorithnadpha-béta qui permet d’éviter I'exploration de grandes Eatde
'arbre de recherche sans affecter le résultatl.fi@at algorithme est basé uniquement sur des
propriétés mathématiques élémentaires et n’exppateles regles du jeu d’échecs : il s’applique
donc a tous les jeux a deux joueurs.

Apres avoir défini le cadre de I'étude, ce docunmésente l'algorithme de basdinimax,
gui examine tous les coups possibles, puis il pitéset prouve la correction de deux algorithmes
simples, Minimax2 et alpha-béta congus pour limiter le nhombre de coups possilges doit
examiner un programme informatique a partir d’'uasifoon de jeu donnée.

1. Cadre de I'étude
a. Cadre théorique

On considere un jeu se jouant a deux personnegueh@ueur effectuant tour a tour un
unique coup. On supposera qu’'aucune partie ne adenpo nombre infini de coups, et qu’a chaque
état du jeu, appelé position, il existe un nomimmede coups légaux. Alors, a chaque posiio
existe un nombre finN(p) tel que toute partie commencant a partipdee comporte pas plus de
N(p) coups.

Le but des algorithmes présentés dans ce docunséniee permettre, étant donnés une
position p et un joueur, de choisir un coup “valable” pour joaeur. L’'ensemble des coups
possibles a partir dqepeut étre représenté par un arbre, appelé arjezide
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Définition : On appelle‘arbre de jelconstruit & partir de la positiqui I'arbre® vérifiant les
propriétés suivantes :

" Laracinede I'arbre est la position p ;

" Lesnceudsde I'arbre représentent les positions “atteignadil@ partir de p ;

" Soit k un nceud de l'arbre :

°siq, ..., Gsontles coups possibles |égaux a partir de latfmsireprésentée par k
et p, ..., @ les positions atteintes en jouant ces coups, ates positions sont
représentées par des nceuds k, k qui sont ledils du nceud Kk ;

°si k représente une position terminale, c’est-&dwour laquelle plus aucun coup
légal n’est possible a partir de la position repeésee par k, alors k est ufewille
de l'arbre.

L’ensemble des arbres de jeu (pour lesquels omdssa une positiomp et le nceud qui la
représente) est un sous-ensemble défini inductimenign conséquence certaines propriétés d’un
arbre de jeu pourront étre prouvées par inductinrcsirellé. C'est & partir de cet arbre que I'on
construira et que I'on étudiera les algorithmesigiesant un coup a partir de la positfn

Pour une position terminafe unefonction d’évaluatiorf permet d’associer unaleura cette
position, valeur que I'on notera par la suitg). Par exemple, cela peut étre +1 si la partie se
termine par une victoire pour le joueur que le progme représente, —1 pour une défaite, O pour un
nul. Cest a partir de ces valeurs assignées auMlele de l'arbre de jeu que l'algorithme
déterminera le coup choisi.

b. Cadre pratique

Dans la pratique, a cause de contraintes de temgaldul et d’espace mémoire, on ne peut
pas explorer un arbre de jeu dans sa totalité. &idd alors que les nceuds a une profondeie
I'arbre sont terminaux. A tous ces nceuds, la fonctl’évaluation associe une estimation de la
valeur de la position a I'aide de critéres plusmains subjectifs. Pour les échecs, I'estimationt peu
se baser sur la valeur des piéces de part et €,asur leur position, leur mobilité, 'avance de
développement, etc. : par exemple, la valeur dasepipeut étre de 900 points pour une dame, 500
points pour une tour, 300 points pour un fou owawalier et 100 points pour un pion ; la valeur
d’'une tour sur une colonne ouverte peut étre autgeera valeur d'une piéce “clouée’e. d’'une
piece qui ne peut pas se déplacer sans exposgreceede plus grande valeur a une capture, peut
étre réduite, etc.

Les problémes a résoudre sont les mémes que daoadie théorique idéal, mais les
contraintes de temps prennent une importance tapitanéliorer le temps de parcours de I'arbre
signifie en effet pouvoir explorer une profondeluspelevee et, ainsi, jouer mieux.

! Tous les mots dont la premiére occurrence appamajtas sont définis dans le glossaire en annexe 2
2 La définition d’'un ensemble défini inductivementeethéoréme justifiant les preuves par inducvnocturelle sont
donnés en annexe 1.
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2. L’algorithme Minimax
a. Présentation générale

Dans un jeu a deux personnes, les deux joueurdesnbbjectifs contradictoires. On suppose
par exemple que la fonction d’évaluation donne corestres élevé si un des deux joueurs gagne et
un score trés faible si le second joueur gagn@remier joueur aura intérét a choisir des coups qui
vont conduire a maximiser la fonction d’évaluatides nceuds terminaux. On appellera donc ce
joueurMax. Réciproqguement, le second voudra minimiser lation d’évaluation. On I'appellera
Min.

Comment jouer de facon optimale ? Examinons I'adoigant (voir figure 1), de profondeur
2, ou le nom du joueur est donné en marge.

Max Profondeur O

Min Profondeur 1

@ Profondeur 2

Figure 1 : L’algorithmeMinimax (évaluation des feuilles)

Si Min joue au niveau 1, il n’a pas a se préoccujgs réeponses de Max puisque ses coups
donnent des positions finales. Dans la branchelda p gauche, en jouant au mieux, il peut
obtenir 6 (valeur minimale). La valeur de la pasitisituée au niveau a gauche peut donc étre
estimée a 6, puisque, si Min joue au mieux, c’'essaore qu’on atteint a la position terminale. De
méme, dans la partie la plus a droite, il peutmibt2. On remonte donc les valeurs 2 et 6 dans
I'arbre, en calculant le minimum des valeurs desitpms filles (voir figure 2).

Max Profondeur O

Min Profondeur 1

@ Profondeur 2

Figure 2 : Principe de I'algorithmdinimax
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Soit maintenant a Max de joueur au niveau 0. Ernsggant le coum,, il sait que si son

adversaire Min joue au mieux, il obtiendra une pasiterminale valant 6. En choisissagt il sait
115 que cette fois Min pourra jouer de sorte que latjposterminale vaille 2. Max choisit dorog avec
la certitude d’obtenir une position terminale valan moins max(2,6) = 6.

Cet algorithme peut facilement étre étendu, paudtidn, a tout un arbre de jeu fini. Il
consiste a prendre le maximum des minima, puisitenmum des maxima, etc. C’est pourquoi on
I'appellel’algorithme du minimax

120 Dans la suite, on appellekéinimaxQp) la valeur calculée gmpar I'algorithme du minimax.

b. L’algorithme

L’algorithme récursif suivant calcule le minimaxud’arbre de jeu :
Fonction Minimax (p)

125 Déterminer les successeurs p Lesp  ndep;
Si n=0 alors retourner f(p)
Sinon
Si p est un noeud ol on maximise
alors retourner Max(Minimax(p 1),---» Minimax(p n)
130 sinon retourner Min(Minimax(p 1),--.,» Minimax(p ME

Remarque Cet algorithme n’est pas forcément efficace i@mte mauvais joueurs. Reprenons
'exemple précédent : si Min joue mal, alors si Maxe c;, il n'obtiendra que 7, tandis que s'il
avait choisic,, il aurait pu obtenir 8. Toutefois c’est une hypste raisonnable que de considérer
gue son adversaire joue le meilleur coup possible.

135 Si on peut explorer I'arbre en entier, et si I'imf@ation sur les positions terminales est totale
(i. e. on sait déterminer si un des deux joueurs a gagrse c’est un nul), le minimax joue les coups
optimaux pour les deux joueurs. Mais comme on fec@demment évoqué, dans les adaptations
pratiques, c’est rarement le cas.

140 3. Une premiére amélioration
a. L'idée
On peut calculer le Minimax d’'un arbre €. le Minimax de sa racine) sans étre obligé de
calculer la valeur affectée a chaque nceud. A ¢et, éxaminons I'exemple suivant (voir figure 3).
La formule de récurrence nous dit qdeimaxp) = maxMinimaxpz), Minimaxp;)). Or, sachant
145 queMinimax(pz 1) = 6, on sait qudlinimaxp,) < 6 (P2 est un nceud ou on minimise). On peut alors
rejeter le coup, sans estimer lelinimax(p,;) pouri > 1, puisque leur valeur ne changera pas la
valeur donnée Minimaxp), ni le coup chaisi.



Max

150
Min P1
195 Figure 3 : Principe de I'élagage — €lagage
P2t ...autres couppz;, i >1
b. L’algorithme
160 L’algorithme suivant implémente cette amélioratqun permet d’élaguer I'arbre :
Fonction Minimax2 (position p, entier compare) : en tier ;
Déterminer les successeurs p L---p ndep;
Si n=0 alors retourner f(p)
Sinon
165 Si p est un noeud ou on maximise
alors
max ~ -infini ;
fin ~ faux ;
i ~1;
170 Tant que (i<=n) et (fin=faux) faire {
Y% « Minimax2(p ;,max) ;
si v>max alors max - V; I/ Mise a jour du maximum
si max>=compare alors fin=vrai ; Il éla gage de l'arbre
i ~ i+l };
175 Retourner max
sinon
min ~ +infini ;
fin ~ faux;
i <1;
180 Tant que (i<=n) et (fin=faux) faire {
Y% « Minimax2(p ;,min);
si v<min alors min - V;
si min<=compare alors fin=vrai ;
i ~ i+l };
185 Retourner min ;

Lorsqu’on appelléMinimax2 pour un noeud qui minimise (comme le nceys de la figure
3), comme le pére deest un nceud qui maximise, la variatdepare est le maximum des noeuds
“freres” déja visités (par exemple pquy la variablecompare vaut 9). On arréte les évaluations des
190 nceuds fils dek dés que l'une dentre elles, devient inférieure ou égale @mpare (car
I'évaluation dek sera forcément inférieure ou égale, @onc inférieure ou égalecampare , donc le
nceud pére dk, qui maximise, ne retiendra pas le coup qui meke Be méme, sur un nceud qui



maximise, la variableompare est le minimum des nceuds “freres” déja visitésretarréte les
évaluations des nceuds fils des que I'une d’entes,e| devient supérieure ou égalecénpare .

195 Lorsqu’on appelle initialemen¥inimax2 pour la racingp de I'arbre, sip est un nceud qui
maximise (respectivement minimise), le paraméingare a pour valeur & (respectivementss).

c. Preuve de la correction de l'algorithmeMinimax2

200 Lemme : En utilisant I'algorithme Minimax2
- Si p est un nceud ou on maximise
0 Si Minimaxp) < conpar e alors MinimaxZp,conpar e) = Minimaxp)
0 Si MinimaxXp) > conpar e alors Minimax4p,conpar e) = conpar e
- Si p est un noeud ou on minimise
205 0 Si Minimaxp) = conpar e alors MinimaxZp,conpar e) = Minimaxp)
0 Si Minimaxp) < conpar e alors MinimaxZ4p,conpar e) < conpar e

Démonstration : On démontre ce lemme par indudiarcturelle.
Base : Sp est une feuille, alors quelle que soit la valegit@npare on aMinimaxdp,conpare) =
210 Minimaxp) =f (p), ce qui est bien compatible avec tous les cdsrdme.
Induction : Soit un nceug ayantn nceuds filspy, ..., pn pour lesquels on suppose (hypothése
d’induction structurelle) que le lemme est vérifié.
Si p est un nceud qui maximise, notoms la valeur (si elle existe) de la variabtex apres
'exécution de la ligne commentésli$e a jour du maximum " & lai®™itération. Montrons, par
215 récurrence sur, que pour tout O [1,n], si on exécute 1&™ itération de la boucle, onm =
maxMinimaxpy), ..., Minimaxp))) :
-Sii =1, on am =v = Minimaxdp,, —0). Comme, par hypothése d’induction structurgile,
vérifie le lemme, on a forcémektinimax2p;, —o) = Minimaxp,) carp; est un nceud qui minimise
et Minimaxp,) > —eo. La propriété est donc vérifiee paus 1.
220 - S'il existei tel quemy = maxMinimax(p), ..., Minimaxpy)), alors :
o SiMinimax(pi+1) <m, alors, par hypothése d’induction structurellegur(on applique
le lemme gi+1), on av = Minimax4pi+1,m) < m et donam.; = maxgm, v) = m.
Comme, par hypothése de récurrencg,= maxMinimaxpi), ...,Minimaxp;)) et
commeMinimax(pi+1) < m, alors maxlinimax(py), ..., Minimax(pi+1)) = M = M1
225 o Si Minimaxpi+1) = m, alors, par hypothése d'induction structurelle gpug, on a
v = MinimaxZpi+1,m) = Minimax(pi+1) et donc :
M+ = maxm, v) = ma{max(Minimax(py), ..., Minimax(p;)), Minimax(pi:1))
= maxMinimax(py), ..., Minimax(pi1)).
La propriété déemontredd(i O [1,n] , m = maxMinimaxp,), ..., Minimaxp;))) nous permet
230 d’achever la démonstration du lemme :
- SiMinimax(p) < conpare, alorstJi O [1, n], Minimaxp;) < conpar e,
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doncdiO[1,n], m <conpare,
doncMinimaxdp, conpar e) = m, = maxMinimaxpa), ..., Minimaxp,)) = Minimaxp).

- Si Minimaxp) > conpare, il existe un iy le plus petit possible, tel que
Minimax([p; ) > conpar e. On a dondinimax4p, conpar e) =m_= conpar e.
La démonstration dans le casast un nceud qui minimise est analogue. I

Le théoreme ci-dessous, qui prouve la correctionl'digorithme Minimax2 découle
immédiatement du lemme précédent :

Théoréme :L’algorithme Minimax2 est correct parce que
- si p est un nceud qui maximise, alors Mininjpx2w) = Minimaxp) ;
- si p est un nceud qui minimise, alors Minin{@x2) = Minimaxp).

4. L’algorithme alpha-béta
a. L'idée

L’algorithme précédent peut étre amélioré en cdaaatiencore moins de nceuds. L'idée est de
transmettre récursivement une borne supérieunme borne inférieure, et non plus seulement I'un
ou l'autre. Des coupures plus profondes vont paugtoe realisées.

En effet, avec I'algorithm&linimax2 une positiorp n’a comme information que le Minimax
de ses fréres directs pour éviter de parcourir $egsfils. Or, il est parfois utile d’avoir une &du
Minimax des fréres de ses ascendants comme Iidldatfigure 4. On y voit que (le nceud Min a
la profondeur 0), apres avoir évalué le ngyde sélectionnera pas de nceud dont I'évaluation es
supérieure a 7. Cette valeur de 7 est associéaramptrebétade I'algorithme et représente, pour
le nceudp,, le minimum des évaluations effectuées par sordnmete. Cependant, ce parametre est
utile a tous les descendants Max de profondeurrsupée : par exemplgyz;, aprés avoir évalué
pP2211 @ 9, peut se dispenser d’évaluer ses autres nfisidar 9 >béta= 7. La raison en est la
suivante : I'évaluation dp,,; est supérieure ou égale a 9 ; donc, dans le cas, @urait d’autres
fils dont I'évaluation serait inférieure a 9, le udg,>; n'aurait pas éteé retenu ; et sinon, une valeur
supérieure ou égale a 9 aurait été remonf@ech n’aurait donc, de toute fagon, pas été ret@amne
p qui “tient” déja un nceud fils avec une évaluatinférieure (7). Le paramétreéta représente
donc la plus petite évaluation “détenue” par unétmecMin. Pour un nceud Max, descendant de cet
ancétre, il est donc inutile de continuer a évakes fils quand I'évaluation de I'un d’entre eux
dépasséétacar il ne sera, dans tous les cas, jamais séhegidDe maniere duale, le parametre
alpha désignera la plus grande évaluation “détenue” yarancétre Max, et tout nceud Min
descendant de cet ancétre arrétera |'évaluatioseddils dés que I'évaluation de I'un d’entre eux
sera inférieure ou égaleadpha Les parametrealpha et béta sont passés en parametre a chaque
appel récursif et leurs valeurs dans I'appel ihg@nt respectivemente-et +o.
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P2211 9

~ élagage

alpha= -0, béta= +w0 Min
alpha= -0, béta= 7 Max

alpha= 3,béta=7 Min

alpha= 3,béta=7 Max

Figure 4 : Principe de I'algorithmapha-béta

b. L’algorithme

L’algorithme suivant implémente le principe déciidessus :

Fonction MinimaxAB (position p, entier alpha,beta)
Déterminer les successeurs p L---p ndep;
Si n=0 alors retourner f(p)

Sinon
Si p est un noeud ol on maximise
alors
max ~ alpha;
fin ~ faux;
i <1;
Tant que (i<=n) et (fin=faux) faire {
v « MinimaxAB(p ;,max,beta) ;
si v>max alors max - V;
si max>=beta alors fin=vrai ; I élagag
i ~ i+l };
Retourner max
sinon
min ~ beta;
fin ~ faux;
i <1;
Tant que (i<=n) et (fin=faux) faire {
% « MinimaxAB(p ;,alpha,min) ;
si v<min alors min - V;
si min<= alpha alors fin=vrai ;
i ~ i+l };
Retourner min ;

: entier ;

// Mise a jour du maximum
e de l'arbre



315

320

325

330

335

340

345

350

c. Preuve de la correction de I'algorithme alpha-béta

Lemme : Avec I'algorithme MinimaxAB, pour toute position p

- Si Minimax(p) < alpha, alors MinimaxABp,alpha,béta< alpha;

- Si alpha< Minimax (p) < bétg alors MinimaxARp,alpha,bétq= Minimax (p) ;
- Si Minimax(p) = bétg alors MinimaxABp,alpha,béta> béta

Démonstration : La démonstration se fait par iniducstructurelle.

Base: Sip est une feuille, alors quelles que soient les uralede alpha et béta on a
MinimaxABp,alpha,béta = Minimaxp) = f (p), ce qui est bien compatible avec tous les cas du
lemme.

Induction : Soit un nceug ayantn nceuds filspy, ..., pn pour lesquels on suppose (hypothése
d’induction structurelle) que le lemme est vérif@nsidérons un nceydqui maximise et notons

m la valeur (si elle existe) de la varialbhax apres I'exécution de la ligne commentéasé a

jour du maximum " & lai®™itération. Au vu des deux instructions qui meti@fur les variables
etmax, on a, en posamty = alpha: 0i O [1,n], m = max(m.;, MinimaxARp;, m.;, bétg). La
suite des valeuns est donc une suite croissante.

- Premier cas Minimax (p) < alpha
CommeMinimax (p) = T_axMinimax(pi), ona:did[1,n], Minimax(p) < alpha

Montrons par récurrence quei (I [1, n], m = alpha
La propriété est immeédiatement vraie posr0.
Supposons qu'il existe 0 [1,n] tel quem = alpha Alors my; = max(m, MinimaxARp:1,
my, bétgd) = max (alpha MinimaxARp1, alpha bétg). Or, par hypothése d'induction
structurelle, le lemme s’appliquepg1 : commeMinimax (pk+1) < alpha, alorsMinimaxABpx+1,
alpha bétg < alpha Par conséquenty.; = alpha
Commeli O[1, n], m < alpha finalementMinimaxABp,alpha,béta=m, < alpha
- Deuxieme casalpha< Minimax(p) < béta

Il existeio U [1, n] tel quealpha< Minimax(p;)) < bétaetl i <io, Minimax (p;) < alpha
D’aprés ce qui précédeyp = ... =m 1 = alpha Doncm_ = max (alpha MinimaxARp; , alpha
bétg). Or, par hypothése d'induction structurelle, lehee s’applique @i, : commealpha <
Minimax (pi ) < bétg alorsMinimaxARp; , alpha bétg = Minimax (p; ) et donc

m, = Minimax(p; ) = Jr_Ilk(zliz(Minimax(pk).
Montrons par récurrence quei O [ig,n], m = rEkaslxMinimax(pk).

La propriété est immeédiatement vraie poetio.
Supposons qu'il existe I [ig,n] tel quem = rEkaslixMinimax (P). On ams; = max (m,
MinimaxARpi+1, m, bétg). Or, par hypothése d'induction structurelle, lmiee s’applique a
Pi+1 -
0 SiMinimax (pi+1) < m;, alorsMinimaxABp;+1, m, bétd < m
= Ma1 =M = max Minimax (p).
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0 Sim < Minimax (pi+1) < béta MinimaxABpi+1, m, bétg = Minimax (pi+1)
= M1 = Minimax (pi+1) = max Minimax (py).

FinalementMinimaxABp,alpha,béta=m, = ankaxMinimax(pk) = Minimax (p).

- Troisiéme cas Minimax (p) = béta
Il existeio U [1, n], le plus petit possible, tel qidinimax (p;) = béta On a :0i <io, m <béta
etm, = max(mo_l, MinimaxABp;, m .1, bétg). Par hypothése d'induction structurelle, le lemme
s’applique &pj, : Minimax (pi ) = béta— MinimaxAHp;, m .1, bétg > béta et donan = béta
Finalement MinimaxABp,alpha,béta=m_>béta
La démonstration dans le casast un nceud qui minimise est analogue. I

Le théoréme ci-dessous, qui prouve la correctionl'digorithme alpha-béta découle
immédiatement du lemme précédent :
Théoréme :L’algorithme alpha-béta est correcMinimaxABRp,—o,+w©) = Minimax(p).

Enfin, le lemme ci-dessous montre que Il'algorithatgha-bétaexplore un sous ensemble
strict des positions examinées par I'algorithiieaimax2

Lemme : Pour un nceud p examing, si p est un nceud qui ns&xib@ta< conpar e et si p est
un nceud qui minimise, alpbkeconpar e.

Conclusion

Dans un jeu a deux joueurs, la recherche du meilleup nécessite de parcourir le plus
profondément possible un arbre de jeu. Deux ptegrogres existent : d’'un cote, 'augmentation
des performances des ordinateurs, c’est-a-direied’on appelle communément la “force brute”, et
de l'autre, l'intelligence artificielle. L’apport e I'algorithme alpha-bétas’inscrit plutét dans la
premiere approche puisqu’il évite des calculs lestiuniquement sur la base de propriétés
mathématiques générales, sans utiliser les regleged La seule fonction qui contient de
“l'intelligence du jeu” est la fonction d’évaluatio

Les progres effectués par les programmes d’échemsigi 1958 sont essentiellement dus a la
force brute comme le montre I'évolution du nombee gbsitions examinées par seconde : de
160 000, en 1983, par Belle (une machine spéocilidéveloppée aux laboratoires Bell), jusqu’'a
200 millions, en 1997, par Deep Blue, le superatdiar construit par IBM qui utilisait plus de 200
circuits intégrés spécifiques et qui reste célgiar avoir battu (lors d’'un match revanche, en
1997, et hors conditions exigées lors des champisrtu monde) le champion du monde d'échecs
Garry Kasparov. Méme si, en début de partie (daut éviter toute faute stratégique d’ouverture)
ou bien en fin de partie (ou, en cas de léger agantil est généralement tres difficile de
transformer celui-ci en victoire), la puissancecddécul n'est pas suffisante, c’est encore la force
brute qui pallie ces faiblesses en faisant appgl gggantesques capacités de mémorisation que
possedent les ordinateurs actuels : utilisatiobidkotheques d’ouvertures en début de partie (qui
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permettent d’éviter tout calcul sur les 15 a 20npees coups) ; mémorisation de toutes les
configurations de fin de partie (jusqu'a 6 piecgs) permettent d’annoncer un mat de maniere
certaine (parfois en plusieurs dizaines de coups !)

Le point faible des programmes d’échecs est donuilleu de partie, ou il y a en général une
guarantaine de coups différents possibles. Unhétneain va en envisager sérieusement entre deux
et cing, les autres vont immédiatement lui sembédrles. Si les machines actuelles pouvaient
disposer de cette intelligence de la position sedleraient totalement invincibles, mais ce n'est¢a
cas. Ceci explique pourquoi les logiciels de goi (@t un jeu beaucoup plus stratégique que
tactique) sont aujourd’hui encore loin d'égalemplesormances des programmes d'échecs.

Annexe 1 : Ensembles définis inductivement et pre@g par induction structurelle

Soit U un ensemble, appeléivers et considéré comme I'ensemble de tous les élé&ment
possibles.

Définition 1 : Un schéma d’inductiorest un coupleR, ® ), ouB [0 U est appelé Idasedu
schéma, e = {ry, ..., k, avec r: U% — U } est un ensemble fini degles chaque régle;
associant un élément tleak; éléments donnés dé:r; : xy, ..., X I (X, ..., % ) O U.

Définition 2 : Un sous-ensemblg de U estdéfini inductivemenpar le schémaB( ®)) si et
seulement si :

-BOE;
- pour toute régle : UX > U, X, ... xx D E = 1 (X, ..., x) O E; on dit que I'élément
r(xg, ...,X) estconstruita partir dex, ..., X ;

- E ne contient que des éléments construits a pasisduls éléments de la base en appliquant
un nombre fini de fois les régles @e
Remarque IN est défini inductivement p&={0}et R ={ n>n+1}.

Théoréme :Preuve par induction structurelle
SoientE un sous-ensemble défini par un schéma d’'indugByrR ) et P un prédicat dépendant de
x O E. Si les deux conditions suivantes sont veérifiees :

- Base [0 x B, PK) est vrai ;

- Induction : si, pour toute régte U¥— U, on a :

(0i0[1,k], P&) vrai = P(r(x, ...,xJ) vrai)
Alors O x O E, P) est vrai.

Remarque La preuve par récurrence est une preuve par fisatustructurelle sulN.
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Annexe 2 : Les arbres

Un ensemble d’arbre& peut étre construit avec un schéma d’induct®rR() (cf. annexe 1).

La base est un ensemtie] A, d’éléments appelésommets les sommets sont donc des
arbres.

Les regles de constructiari] ® ont la forme générale suivante :

C_{SXA”-»A
sa,...,a,—>c(sa,...,a,)

Ainsi, avec un sommetetn arbresa, ...,a, on peut construire un nouvel arbre.

Pour un arbre réduit a un somnsedu pour un arbre de type(s, ay, ..., an), S est appelé la
racinede l'arbre. Les racines des arbegs...,a, (notéess,, ..., s, sur la figure 5) sont lesceuds fils
de s et s est leurnceud péereLorsque I'on considére un arbeequelconque, sa racine est donc
'unique nceud qui n’a pas de nceud pere. Un nceud'gyias de nceud fils est appelé teelle.

Les arbres se représentent naturellement sous fgmaghique comme dans la figure
ci-dessous : racine—

nON’.

feuilles———

ap dy dn
Figure 5 : L'arbrec (s, ay, ...,an)

L’ensemble des arbres de jeonstruits a partir d’'une positignpeut donc étre construit avec
un schéma d’inductionS( ® ), ouS = {p} et ou 'ensemble des régles de constructi9rse définit
avec les regles de mobilité des piéces du jeu d@&cBips, ..., pn sont des positions accessibles, en
un seul coup, a partir geet siay, ...,a, sont des arbres de jeanstruits a partir des positiops ...,
pn, alorsc (p, &, ..., an), est un arbre de jezonstruit a partir de la positigndans lequepy, ..., pn
sont les nceuds fils ge

L’arbre de jeu de racinp représente donc I'ensemble des parties d’échecpegwvent étre
jouées a partir de la positign) 'ensembleU, quant a lui, représentant donc I'ensemble detsegar
d’échecs qui peuvent étre jouées.
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