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6. Analyse de la parole6.1. IntroductionL'information portée par le signal parole peut être considéré de bien des façons. Ondistingue généralement plusieurs niveaux de description non exclusifs : acoustique,phonétique et phonologique.Au niveau acoustique, on s'intéresse essentiellement au signal que l'on tentera decaractériser par son intensité, sa fréquence, son timbre et ses propriétés statistiques.Au plan phonétique, on considère la génération des sons, les phonèmes qui composentun mot et les classes auxquels ils se rattachent. En�n, la phonologie s'attache àdécrire le rythme, la prosodie, la mélodie d'une phrase.Le texte qui suit traitera du signal acoustique seulement. Il n'a d'autre but que deservir d'introduction à une deuxième partie où l'on abordera le codage et décodageLPC de la parole. Une présentation plus complète peut êtrer lue avec pro�t dans [1].6.2. Analyse de la paroleAvant de vouloir traiter ou coder le signal de la parole, il est important de commencerpar comprendre ce qu'est la parole, quel est son contenu spectral, quelles sont lesparties qui la composent. De plus, il est primordial de réaliser que l'analyse dessignaux est basée sur la stationnarité de ceux-ci alors que, par essence, un messagene peut pas être stationnaire. On sera donc constamment confronté au dilemme posépar l'analyse d'un signal transitoire considéré comme stationnaire.Pour la suite, vous utiliserez les deux outils suivants :� le programme CoolEdit 2000 pour l'enregistrement, l'analyse auditive et visuelledes sons et de leurs spectres ;� le programme Matlab pour l'analyse et le traitement numériques des signaux.6.2.1. Classi�cation des phonèmesLorsqu'on recherche les composants élémentaires du langage articulé, on en trouveenviron une trentaine pour la langue française. Ces éléments désignés sous le nomde phonèmes sont répartis en 7 classes ; ils su�sent pour représenter l'ensemble dessons. Il s'agit des : 191



6. Analyse de la parole� voyelles voisées : lit, été, marais, Ursule, peur, petit, jeu, patte, pâte, sol, saule,bijou ;� voyelles nasales : brin, brun, chant, bonjour ;� semi-voyelles : paille, lui, Louis ;� consonnes fricatives : saucisson, zèbre, chat, janvier, fameux, vert ;� consones nasales : Nantes, menthe, agneau ;� consonnes liquides : salon, bureau ;� consonnes plosives : pari, barbare, bateau, badaud, écart, langue.Ces classes de phonèmes font intervenir à des degrés divers les lèvres, la caviténasale, la langue, le palais, la glotte et les cordes vocales. Des di�érences subtilesentre phonèmes déterminent le sens du mot et modi�ent sensiblement la forme del'onde sonore et son spectre. Ces di�érences ne sont pas faciles à détecter et à mettreen oeuvre.Dans certaines applications, en téléphonie par exemple, on peut se contenter d'uneapproche plus grossière et de répartir les phonèmes dans deux classes seulement, lessons voisés et non voisés. Les premiers sont modélisés par un signal périodique, alorsque les seconds sont représentés par un bruit. Une tâche di�cile du codage de laparole consiste à déterminer si un son est voisé ou non.6.2.2. Période des sons voisésConsidérant que les sons voisés ont un contenu périodique bien marqué, le problèmeà résoudre consiste à trouver la période de la composante fondamentale et à décidersi le son analysé est voisé ou non. Cette période (communément appelée le pitch),est un paramètre très important pour la synthèse de la parole car l'oreille est trèssensible à ses variations.On a observé que la fréquence de la fondamentale se situe entre 40 Hz et 250 Hzpour les voix masculines alors qu'elle est comprise entre 150 Hz et 700 Hz pour lesvoix féminines. De manière générale, on admettra donc qu'un son est voisé si sapériode ou le pitch est compris entre 2 msec et 20 msec.6.3. Acquisition et analyse avec CoolEditOn utilisera le logiciel CoolEdit pour acquérir des sons, sélectionner et écouterdes phonèmes ou des parties de phrases et visualiser des ondes sonores à l'aidede graphes, de spectres ou de spectrogrammes.6.3.1. Paramètres pour l'enregistrementConsidérant que l'on s'intéresse ici à des sons de la bande téléphonique, on lesenregistrera en monophonie à la fréquence de 8 kHz avec un convertisseur 16 bitsaprès un �ltrage antirepliement des fréquences supérieures à 4 kHz.192



6.4. Analyse du signal acoustique avec MatlabPour que les �chiers soient directement utilisables par Matlab, on les sauvegarderadans un �chier *.txt de type ASCII et on prendra garde à supprimer les 4 premièreslignes qui contiennent des informations sur l'enregistrement.6.3.2. Visualisation des signaux et de leur spectreDans la �gure 6.1, on présente le signal correspondant au mot �bonjour�. On y voitle graphe du signal complet, son spectrogramme et deux zones du son �bonjour�. Lapremière correspond au son non voisé �j�, alors que la deuxième illustre le phonèmevoisé �ou�. Pour chacune de ces deux zones, on a tracé les signaux temporels et lesspectres correspondants.Pour le son �j�, on relèvera le caractère aléatoire du signal, sa faible puissance et lefort taux de passages par zéro. Pour le son �ou�, on notera d'abord son caractèrepériodique qui conduit aux raies spectrales du domaine fréquentiel. La périodicitébasse fréquence des signaux voisés conduit à un faible taux de passages par zéro.De plus, la puissance des sons voisés est sensiblement plus grande que celle des sonsnon voisés.6.4. Analyse du signal acoustique avec MatlabLe logiciel Matlab servira pour traiter les signaux par tranches successives, extraireleurs caractéristiques et mettre en évidence les résultats obtenus.Après avoir enregistré une phrase ou un son avec CoolEdit, celui-ci doit être sauve-gardé dans un �chier *.txt de type ASCII a�n de pouvoir être lu par Matlab. Il nedoit contenir aucune autre information que les valeurs échantillonnées du signal.6.4.1. Lecture du �chier de donnéesLe �chier *.txt comportera une colonne de N valeurs échantillonnées. Il sera lu parMatlab sous la forme d'un vecteur dont l'amplitude sera normalisée à 1 :[filename,path] = uigetfile('*.txt','Choix de la phrase') ;phrase = load(filename) ;phrase = phrase/max(abs(phrase)) ;On désignera une tranche à l'aide de la variable st. La tranche désirée peut êtresélectionnée en prenant une partie des composantes du vecteur phrase avec la com-mandest = phrase(Ndebut :Nfin) ;Si une analyse spectrale doit être faite, on choisira de préférence une tranche delongueur égale à une puissance de 2. Par exemple, 128 ou 256. 193



6. Analyse de la parole
son " j " son " ou "

graphe de
" bonjour "

  spectro-
gramme de
 " bonjour "

spectre du son " ou "

spectre du son " j "

Fig. 6.1.: Graphes correspondant au mot �bonjour� ; mise en évidence des sons �j�et �ou�194



6.4. Analyse du signal acoustique avec Matlab6.4.2. InitialisationLa visualisation du signal temporel et de son spectre débute par l'initialisation dequelques variables et la suppression de la valeur moyenne qui n'a aucun intérêt entraitement des signaux :fe = 8e3 ; Te = 1/fe ;Npoints = length(st) ;duree = Npoints*Te ;temps = 0 :Te :duree-Te ;df = 1/duree ;Ndemi = fix(Npoints/2) ;frequence = df*(0 :Ndemi-1) ; % 0 <= frequence < fe/2st = st - mean(st) ; % suppression de la valeur moyenne6.4.3. Valeur e�caceVous remarquerez par la suite que les sons voisés sont généralement plus intensesque les sons non voisés. Pour évaluer l'amplitude des signaux, on calcule la valeure�cace de la tranche considérée. Celle-ci est égale à la déviation standard du signalSeff = std(st) ; % valeur efficace du signal6.4.4. Taux de passages par zéroLe taux de passages par zéro peut également aider à la décision voisé / non voisé.Il est dé�ni comme le rapport entre le nombre de passages par zéro et le nombred'échantillons considérés
nxz =

Nxz

NechLe nombre passages par zéro peut se calculer comme suit :function [Nxz] = zcross(xt)xz = xt - mean(xt) ;xz = (1+sign(xz))/2 ; % transformation en un signal binaire 0 / 1xz = diff(xz) ; % derivee du signal binaire = +/- 1Nxz = sum(abs(xz)) ; % nombre de passages par 06.4.5. SpectreL'analyse spectrale est faite à l'aide de la FFT. Idéalement, le nombre de pointsde la tranche analysée devrait être une puissance de 2. A�n d'éviter les e�ets debords de la tranche qui peuvent conduire à un étalement spectral, il est nécessaired'e�ectuer préalablement un fenêtrage de la tranche. Ces opérations sont réaliséesà l'aide des commandes suivantes : 195



6. Analyse de la parolestHm = st.*Hamming(Npoints) ;spectre = fft(stHm) ;spectre = spectre(1 :Ndemi) % limitation à fe/2module = abs(spectre) ; phase = angle(spectre) ;plot(frequence,20*log10(abs(spectre));Une illustration de sons voisés et non voisés est donnée dans les �gures 7.6 et 7.7.On notera les raies spectrales bien visibles dans le spectre du signal voisé et, enparticulier, la correspondance entre la fréquence de la fondamentale et la période dusignal voisé.
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Fig. 6.2.: Signal voisé et son spectre6.5. Recherche du pitch6.5.1. Filtrage du signalComme on l'a dit plus haut, on admet généralement que la période du pitch de la voixhumaine est comprise entre 2 et 20 msec. Le domaine spectral qui nous préoccupe iciest donc inférieur à 500 Hz. Il est ainsi préférable, puisqu'on s'intéresse à un signaldont le spectre est limité, de commencer par éliminer les fréquences supérieures à500 Hz. Ceci peut être fait à l'aide d'un �ltre numérique passe-bas ; celui-ci estgénéralement du type Butterworth et d'ordre 8 :fc = 500 ; fn = fe/2 ; ordre = 8 ;[nbtw dbtw] = butter(ordre, fc/fn) ;stf = filter(nbtw, dbtw, st) ;196



6.5. Recherche du pitch
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Fig. 6.3.: Signal non voisé et son spectre6.5.2. AutocorrélationOn a vu que la tranche considérée est périodique si le son est voisé et aléatoire dansle cas contraire. A�n de faciliter la recherche de la période, on travaille de préférenceavec la fonction d'autocorrélation car celle-ci est généralement moins bruitée que lesignal lui-même (�gure 6.4).Le résultat de l'autocorrélation est un vecteur de longueur 2N avec un maximumen son milieu. Si le signal est périodique, d'autres pics distants de la valeur du pitchseront présents. Pour trouver ce dernier, il su�t donc de mesurer la distance entrepics successifs.Les commandes sont alors les suivantes :% autocorrélation d'une tranche st filtréerss = real(xcorr(stf))/Npoints ;[rssmax k0] = max(rss) ; % k0 = position du max centralrss = rss(k0 :length(rss)) ; % partie droite de rss% le 1er pic latéral doit se trouver entre Tpmin et Tpmaxfpmax = 500 ; % fréquences min et max du pitchfpmin = 50 ;Tpmax = 1/fpmin ; % périodes min et max du pitchTpmin = 1/fpmax ;kpmin = round(Tpmin/Te) ; % compteurs liés à Tpmin et Tpmaxkpmax = round(Tpmax/Te) ;
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6. Analyse de la parole% recherche du premier picrss = rss(kpmin :kpmax) ; % domaine limité par Tpmin et Tpmax[ymax k1] = max(rss) ; % k1 = position du 1er max latéral% entier correspondant à la période du pitchkp = kpmin + k1 ;Tp = kp * Te ;
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Fig. 6.4.: Autocorrélation d'un son voisé6.6. Travail pratiquePour aborder l'analyse de la parole, je vous propose de travailler sur la phrase �Lecolibri a chanté� (�chier colibri.txt) ou une phrase de votre choix.6.6.1. Avec CoolEdit :1. Chargez le �chier colibri.txt en mode mono / 16 bits / 8 kHz.2. Écoutez la phrase ; observez le graphe temporel et le spectre (Analyze/FrequencyAnalysis) de diverses parties de la phrase ; notez que le temps peut être gra-dué en secondes ou en échantillons avec le bouton droit de la souris placé surl'axe temporel.198



6.6. Travail pratique
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Fig. 6.5.: Autocorrélation d'un son non voisé3. Sur le spectrogramme (View/Spectral View), observez l'e�et de la duréed'analyse N sur les résolutions temporelle et fréquentielle en prenant 128,256 et 512 échantillons (Options/ Settings/ Spectral).4. Qu'en est-il de la relation liant les résolutions temporelle et spectrale ? quelledurée d'analyse choisissez-vous ?5. Mentionnez tous les phonèmes que l'on trouve dans cette phrase ; à quellesfamilles appartiennent-ils ?6. Relevez les numéros d'échantillons correspondant au début et à la �n desphonèmes.7. Dans l'enregistrement, choisissez librement au moins deux tranches voisées etnon voisées.8. Observez leurs spectres et spectrogramme puis analysez plus en détail leurscaractéristiques temporelles et spectrales.6.6.2. Avec MatlabProcédez à l'analyse détaillée de plusieurs tranches voisées / non voisées et tentezde les séparer automatiquement. Pour cela :1. Extrayez de la phrase les zones que vous souhaitez analyser.2. Mesurez leur valeur e�cace et taux de passages par zéro (< 100% !).3. Recherchez la période du signal avec la fonction de corrélation. 199



6. Analyse de la parole4. Voyez-vous un moyen de séparer automatiquement les sons voisés / non voisés ?
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7. Codage et décodage LPC de laparole7.1. IntroductionLe codage linéaire prédictif LPC (Linear Predictive Coding) de la parole est utilisé,en particulier, en téléphonie où il permet de transmettre les communications avec undébit d'environ 12 kbits/sec au lieu de 64 kbits/sec si on se contentait de numériserla parole.Cette forte diminution du débit est basée sur une modélisation très simpli�ée duconduit vocal dont on transmet les paramètres toutes les 10 ou 20 ms.7.2. Prédiction linéaire7.2.1. Mesure de l'erreur de prédictionLe codage LPC consiste à estimer la valeur de l'échantillon à venir sur la base dequelques valeurs mesurées précédemment s[n− k] (�gure 7.1).
s[n]

nn-1n-p

y[n] ??

Fig. 7.1.: Les échantillons s[n − p] à s[n − 1] sont utilisés pour estimer la valeur àvenirLa valeur estimée y[n] est calculée à partir des échantillons précédents pondérés pardes coe�cients ak qui sont généralement au nombre de 8 à 12 :
y[n] = − (a1s[n− 1] + a2s[n− 2] + · · ·+ aps[n− p]) = −

p
∑

k=1

aks[n− k] (7.1)203



7. Codage et décodage LPC de la paroleLa valeur des coe�cients de prédiction ak s'obtient par minimisation de la variance
σ2

e de l'écart e[n]. Celui-ci est dé�ni comme la di�érence entre la valeur réelle s[n]et la valeur estimée y[n] :
e[n] = s[n]− y[n] = s[n] +

p
∑

k=1

aks[n− k] (7.2)La puissance ou variance de l'écart de l'ensemble des N échantillons e[n] à dispositiondépend du choix des coe�cients de prédiction ak et elle vaut :
σ2

e(ak) =
1

N

N−1
∑

n=0

e2[n] =
1

N

N−1
∑

n=0

(

s[n] +

p
∑

k=1

aks[n− k]

)2 (7.3)

a1

a2

σe (a1,a2)

Fig. 7.2.: Variance de l'erreur de prédiction7.2.2. Calcul des coe�cients de prédiction linéaireLa procédure pour obtenir la valeur optimum des coe�cients ak consiste à rendre mi-nimum la puissance de l'erreur commise lors de la prédiction. Un schéma fonctionneltraduisant cette démarche est présentée dans la �gure 7.3.Mathématiquement, la variance est une fonction des paramètres de prédiction ak :
σ2

e = σ2
e(a1, a2, . . . , ap) = σ2

e(ak) (7.4)Sa valeur minimum s'obtient donc lorsque l'ensemble des dérivées partielles de σ2
epar rapport aux paramètres ak sont nulles :

σ2
e,min ⇒

δσ2
e(ak)

δak
= 0, k = 1, . . . , p (7.5)204



7.2. Prédiction linéaire
Σ

s[n]

Minimisation

de 
ak

Σe2[n]-Σakz-k
y[n]

σe
2

σe
2

1

N

σe
2

Fig. 7.3.: Schéma fonctionnel de la prédiction linéaireLe calcul de ces p dérivées partielles conduisent à p équations pour les p paramètresinconnus ak (voir annexe 7.9) :
a1rss[0] + a2rss[−1] + · · ·+ aprss[1− p] = −rss[1]

a1rss[1] + a2rss[0] + · · ·+ aprss[2− p] = −rss[2]... =
...

a1rss[p− 1] + a2rss[p− 2] + · · ·+ aprss[0] = −rss[p]avec :
rss[m] =

N−1
∑

n=0

s[n]s[n−m], m = 1, . . . , p (7.6)Les coe�cients des paramètres ak sont les p premières valeurs de la fonction d'au-tocorrélation rss[m] du signal s[n] comportant N échantillons.Cet ensemble d'équations linéaires peut s'écrire sous forme matricielle :
Rss a = −rss (7.7)où Rss est la matrice p× p d'autocorrélation, rss le vecteur p× 1 d'autocorrélationet a le vecteur p × 1 des paramètres de prédiction. On notera que, la fonctiond'autocorrélation étant paire, la matrice Rss est symétrique. On voit donc que lescoe�cients de prédiction linéaire peuvent s'obtenir par inversion de la matrice Rss :
a = −R

−1
ss rss (7.8)L'estimation de la valeur à venir sera d'autant meilleure que le nombre de points

N utilisés pour calculer la fonction d'autocorrélation rss[m] sera élevé. L'évaluationdes paramètres ak se fait donc après analyse d'une tranche tk su�samment longue(N ∼ 200) alors que le calcul de la valeur à venir y[n] n'utilise que les p dernièresvaleurs de x[n].Il est important de relever que si les points s[n] ne sont pas corrélés entre eux, aucuneprévision n'est possible (cas du bruit blanc). Pour plus d'informations, on consulteraavantageusement la référence [1]. 205



7. Codage et décodage LPC de la parole7.2.3. Interprétation de la prédiction linéaireDans ce qui précède, le signal e[n] a été considéré comme une erreur de prédictiondont on a minimisé la variance pour calculer les coe�cients de prédiction linéaire
ak. Sa dé�nition était la suivante :

e[n] = s[n]− y[n] = s[n] +

p
∑

k=1

aks[n− k] (7.9)Appliquant la transformation en z à cette équation, on en tire la relation suivante :
E(z) = S(z)

(

1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·+ apz
−p
)

= S(z)A(z) (7.10)Elle montre que l'on peut reconstruire le résidu e[n] de l'estimation à partir du signal
s[n] à l'aide d'un �ltre non récursif représenté par la fonction de transfert A(z).Une deuxième représentation, plus fructueuse,

S(z) = E(z)
1

1 + a1z−1 + a2z−2 + · · ·+ apz−p
= E(z)

1

A(z)
(7.11)met en évidence le fait que le résidu e[n] peut être considéré comme un signald'excitation servant à créer le signal s[n] avec l'aide d'un �ltre récursif tous pôles

H(z) = 1/A(z). Dans le cas du codage LPC de la parole, le signal d'excitation e[n]est choisi périodique pour les sons voisés et aléatoire pour les sons non voisés.7.3. Modèle du conduit vocalLa production de sons met en oeuvre un certain nombre de muscles modi�ant laforme du conduit vocal dans lequel circule un �ux d'air. On y trouve les cordesvocales qui vibrent pour les sons voisés et restent au repos pour les sons non voisés.Viennent en suite le pharynx et la cavité buccale en parallèle avec la cavité nasale.La forme de ces parties est constamment modi�ée pour créer le message sonore.Le modèle généralement adopté pour créer arti�ciellement des sons est grossier parrapport à la complexité du système phonatoire mais il est tout à fait satisfaisantpour les besoins de la téléphonie. Ce modèle comprend (�gure 7.4) :� un générateur périodique d'impulsions unité ;� un générateur de nombres aléatoires à valeur moyenne nulle et variance unité ;� un commutateur servant à choisir les sons voisés ou non ;� un gain proportionnel à la valeur e�cace du signal s[n] ;� un �ltre tous pôles H(z) = 1/A(z).Comme les sons évoluent constamment, le générateur et le �ltre doivent être modi�ésen permanence. L'extraction de ces paramètres du générateur et du �ltre constituentle codage de la parole. A l'émission, on décompose le son en tranches pour en extraireles paramètres qui seuls seront transmis. A la réception, chaque tranche du signalsonore est reconstruite à partir des paramètres du générateur et du �ltre.206



7.3. Modèle du conduit vocal
e[n] y[n] ≈ s[n]

gain
V

NV
Bruit
blanc

 Suite
d’impul-
 sions

1

A(z)

Fig. 7.4.: Modèle du conduit vocalL'analyse de la parole se fait par tranches de 20 à 30 msec. Dans le cas où lafréquence d'échantillonnage est de 8 kHz, chaque tranche comporte donc 160 à 240échantillons. C'est à partir de ces échantillons que l'on décide si le son est voisé ounon et que l'on calcule le gain et les paramètres du �ltre.Pour assurer une certaine continuité du signal sonore, les tranches successives peuventêtre décalées d'une valeur inférieure à leur durée (�gure 7.5). Généralement, ce dé-calage est de 10 msec (80 échantillons).

t2t1t0

0

N-1

tranche t1 de longueur N

tranche t2 de longueur N

Fig. 7.5.: Découpage en tranches tk du signal s[n]Dans le cas où l'on doit e�ectuer une analyse spectrale à l'aide de la FFT, il estpréférable de travailler avec des tranches dont le nombre de points est une puissancede 2, généralement 128 ou 256. La durée des tranches est alors de 16 ou 32 msec etle décalage de 8 msec (64 échantillons).Considérant que les sons voisés ont un contenu périodique bien marqué, le problèmeà résoudre consiste à trouver la période de la composante fondamentale et à décidersi le son analysé est voisé ou non. Cette période (communément appelée le pitch),est un paramètre important pour la synthèse de la parole car l'oreille est sensible àses variations.On a observé que la fréquence de la fondamentale se situe entre 40 Hz et 250 Hzpour les voix masculines alors qu'elle est comprise entre 150 Hz et 700 Hz pour lesvoix féminines. De manière générale, on admettra donc qu'un son est voisé si sapériode ou le pitch est compris entre 2 msec et 20 msec. 207



7. Codage et décodage LPC de la parole7.4. Analyse du signalAprès avoir enregistré une phrase ou un son, celui-ci doit être sauvegardé dans un�chier *.txt de type ASCII a�n de pouvoir être lu par MatLab. Il ne doit conteniraucune autre information que les valeurs échantillonnées du signal.Le �chier *.txt comportera une colonne de N valeurs échantillonnées. Il sera lu parMatLab sous la forme d'un vecteur dont l'amplitude sera normalisée à 1 :[filename,path] = uigetfile('*.txt','Choix de la phrase') ;phrase = load(filename) ;phrase = phrase/max(abs(phrase)) ;Par la suite, on désignera une tranche à l'aide de la variable st. La tranche désiréepeut être sélectionnée en prenant une partie des composantes du vecteur phraseavec la commandest = phrase(Ndebut :Nfin) ;st = st - mean(st) ; % suppression de la valeur moyenneSi une analyse spectrale doit être faite, on choisira de préférence une tranche delongueur égale à une puissance de 2. Par exemple, 128 ou 256.7.4.1. InitialisationLa visualisation du signal temporel et de son spectre débute par l'initialisation dequelques variables, la suppression de la valeur moyenne et le calcul de la valeure�cace :fe = 8e3 ; Te = 1/fe ;Npoints = length(st) ;temps = Te*(0 :Npoints-1) ;duree = Npoints*Te ;df = 1/duree ;Ndemi = fix(Npoints/2) ;frequence = df*(0 :Ndemi-1) ; % 0 <= frequence < fe/27.4.2. SpectreL'analyse spectrale se fait à l'aide de la FFT. Idéalement, le nombre de points de latranche analysée devrait être une puissance de 2. Si cela n'est pas possible, il faudraêtre critique par rapport aux résultats obtenus.A�n d'éviter les e�ets de bords de la tranche qui peuvent conduire à un étalementspectral, il est nécessaire d'e�ectuer préalablement un fenêtrage de la tranche. Cesopérations sont réalisées à l'aide des commandes suivantes :208



7.5. Analyse LPCstHm = st.*Hamming(Npoints) ;spectre = fft(stHm) ;spectre = spectre(1 :Ndemi) % limitation à fe/2module = abs(spectre) ; phase = angle(spectre) ;plot(frequence,20*log10(abs(spectre));Une illustration de sons voisé et non voisé est donnée dans les �gures 7.6 et 7.7.
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Fig. 7.6.: Signal voisé et son spectre7.5. Analyse LPCCelle-ci fournit les coe�cients de prédiction linéaire et la variance (la puissance) del'erreur de prédiction :NbCoeff = 12 ;[coeff Perreur] = lpc(st, NbCoeff) ;7.5.1. Valeur e�cace et gainPour évaluer l'amplitude des signaux synthétisés, on calcule la valeur e�cace de latranche considéréeSeff = std(st) ; % valeur efficace du signal 209



7. Codage et décodage LPC de la parole
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

4 Signal s(t) "j"

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
50

60

70

80

90

100

110

Spectre de s
hm

(t) "j"

Fig. 7.7.: Signal non voisé et son spectreCette valeur e�cace peut représenter le gain de la fonction de transfert du conduitvocal :gain = Seff ;7.5.2. Fonction de transfert H(z) du conduit vocalLes coe�cients LPC représentent un polynôme en z−1 qui n'est autre que le déno-minateur de la fonction de transfert du conduit vocal :
H(z) =

gain

1 + a1z−1 + a2z−2 + · · ·+ apz−p
(7.12)Comme le conduit vocal est par essence stable, les pôles doivent se trouver à l'inté-rieur du cercle de rayon unité.La donnée de la fonction de transfert sous la forme d'un produit de fonctions bi-quadratiques et le tracé des zéros et des pôles dans le plan complexe (�gure 7.8)s'obtiennent avec les commandes suivantes :Hz = tf(gain, coeff) ;zpk(Hz) ;zplane(roots(gain), roots(coeff)) ;210



7.6. Recherche du pitch7.5.3. Réponse fréquentielle du conduit vocalLa réponse fréquentielle du conduit vocal s'obtient avec :[Hf ff] = freqz(gain, coeff, Ndemi,fe) ;Au tracé de cette réponse fréquentielle, on peut superposer le spectre du signal(�gure 7.9) :plot(ff,20*log10(abs(Hf)),frequence,20*log10(abs(spectre)));

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Partie réelle

P
ar

tie
 im

ag
in

ai
re

 

Position des pôles

Fig. 7.8.: Pôles de la fonction de transfert représentant le conduit vocal7.6. Recherche du pitch7.6.1. Filtrage du signalComme on l'a dit plus haut, la période du pitch est comprise entre 2 et 20 msec.Le domaine spectral qui nous préoccupe ici est donc inférieur à 500 Hz. Il est ainsipréférable, avant de poursuivre l'analyse, de commencer par éliminer les fréquencessupérieures à 500 Hz à l'aide d'un �ltre passe-bas de Butterworth, généralementd'ordre 8.fc = 500 ; fn = fe/2 ; ordre = 8 ;[nbtw dbtw] = butter(ordre, fc/fn) ;stf = filter(nbtw, dbtw, st) ; 211



7. Codage et décodage LPC de la parole
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Fig. 7.9.: Réponse fréquentielle du conduit vocal et spectre du signal7.6.2. Recherche du signal d'excitation e[n]Nous avons vu dans la section 7.2.3 que le résidu e[n] de la prédiction linéaire peutêtre considéré comme le signal d'excitation servant à créer le signal s[n] en passantà travers le �ltre récursif :
H(z) ≡ S(z)

E(z)
=

1

A(z)
(7.13)Puisque, dans notre cas, le signal s[n] est connu, on peut par �ltrage inverse obtenirle résidu e[n] :

E(z) = A(z)S(z) (7.14)ce qui revient à convoluer les coe�cients ak ≡ a[n] avec le signal s[n] :
e[n] = a[n]⊗ s[n] (7.15)Dans MatLab, cela s'écrit simplementen = conv(coeff, stf) ;7.6.3. Autocorrélation de e[n]On a vu que le signal d'excitation est périodique si le son est voisé et aléatoiredans le cas contraire. Comme le signal est passablement bruité, la recherche de lapériode est grandement facilitée si on l'e�ectue sur la fonction d'autocorrélation de

e[n] plutôt que sur le signal lui-même (�gure 7.10).212



7.6. Recherche du pitchLe résultat de l'autocorrélation est un vecteur de longueur 2N avec un maximumen son milieu. Si le signal est périodique, d'autres pics distants de la valeur du pitchseront présents. Pour trouver ce dernier, il su�t donc de mesurer cette distance.Les commandes sont les suivantes :% autocorrélation des résidusree = real(xcorr(en))/Npoints ;[reemax k0] = max(ree) ; % maximum centralree = ree(k0 :length(ree)) ; % partie droite de ree% le 1er pic latéral doit se trouver entre Tpmin et Tpmaxfpmax = 500 ; fpmin = 50 ; % fréquences min/max du pitchTpmax = 1/fpmin ; Tpmin = 1/fpmax ; % périodes min et max du pitchkpmin = round(Tpmin/Te) ; kpmax = round(Tpmax/Te) ;% recherche du premier picree = ree(kpmin :kpmax) ; % domaine temporel limité par Tpmin et Tpmax[reemax1 k1] = max(ree) ; % k1 = position du 1er max latéral% entier correspondant à la période du pitch Tp = Kp * TeKp = kpmin + k1 ;
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7. Codage et décodage LPC de la parole7.6.4. Critères de décisionLes éléments pouvant contribuer à la décision voisé/non voisé sont la valeur e�cacede la tranche, son taux de passages par zéro et l'amplitude du premier maximumlatéral de la fonction d'autocorrélation des résidus.Pour les sons voisés, on a en e�et observé qu'en moyenne1. l'amplitude du signal est élevée ;2. le taux de passages par zéros est faible ;3. le premier pic latéral de la fonction d'autocorrélation des résidus est bienmarqué.Taux de passages par zéro Le taux de passages par zéro est dé�ni comme lerapport entre le nombre de passages par zéro et le nombre d'échantillons considérés
nzx =

Nzx

NechLe nombre passages par zéro peut se calculer comme suit :function [Nzx] = zcross(xt)xz = xt - mean(xt) ;xz = (1+sign(xz))/2 ; % transformation en un signal binaire 0 / 1xz = diff(xz) ; % derivee du signal binaire = +/- 1Nzx = sum(abs(xz)) ; % nombre de passages par 0Fonction de corrélation Pour les sons voisés, l'amplitude du premier pic latéralest souvent supérieure au tiers de celle du pic central. Il est moins marqué pour lessons non voisés.Choix des seuils Sur la base d'analyses statistiques, on �xe les seuils approximatifssuivantsSeuilXeff = 0.05 ; SeuilZcross = 0.3 ; SeuilCorrel = 0.3 ;Période du pitch Tenant compte des éléments ci-dessus, le calcul du pitch se faitcomme suitvoise = (Seff > SeuilXeff) & (Nzx < SeuilZcross) & (reemax1 > SeuilCorrel*reemax) ;if ~voiseKp = 0 ; % le son n'est pas voiséend ;214



7.7. Synthèse d'un son7.7. Synthèse d'un sonLa synthèse d'un son consiste à utiliser les paramètres obtenus ci-dessus pour syn-thétiser une tranche après l'autre. Il faudra donc créer le signal d'excitation (pério-dique ou bruité selon que le signal est voisé ou non), le �ltrer à travers la fonctionde transfert H(z) et adapter son amplitude. Les commandes sont les suivantes :% génération des impulsions de période Kp = Tp / Teif Kp ∼= 0for k=1 :Npointsif mod(k,Kp) == 0xt(k) = -1 ;elsext(k) = 0 ;end ; % ifend ; % forxt(1) = -1 ; % 1ère impulsion non-nulleend ; % if Kp ...% génération d'un bruit de longueur Npointsif Kp == 0xt=2*(rand(Npoints,1)-0.5) ;end ; % if% synthèse du sonyt = filter(1, coeff, xt) ;% adaptation de l'amplitudeSeff = std(st) ; % valeur efficace du signal originalYeff = std(yt) ; %valeur efficace du signal synthétiségain = Seff/Yeff ;yt = yt*gain ;On notera qu'avec MatLab il est également possible d'écouter directement des sonsgrâce à la fonction sound ou soundsc. Par exemple :soundsc (yt, fe) ;7.7.1. Signaux réel et synthétiqueLa �gure 7.11 montre les résultats de la synthèse d'un phonème voisé. Ces di�é-rences visuelles nous paraissent di�cilement acceptables. Il ne faut cependant pasoublier que la parole est un message très redondant et que seule l'écoute de la phrasesynthétisée permet de juger de la qualité du codage LPC. 215



7. Codage et décodage LPC de la parole7.7.2. Mise en valeur des résultatsA�n de faciliter l'analyse critique des résultats obtenus, il est pratique de réunir surune ou deux �gures les graphes signi�catifs de la synthèse d'une phrase. Les �gures7.12 et 7.13 illustrent les résultats du codage et décodage de la phrase �Commentallez-vous ? �.
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7.7. Synthèse d'un son
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7. Codage et décodage LPC de la parole7.8. Travail pratiqueLe codage de la parole consiste en l'extraction des paramètres étudiés ci-dessus, àsavoir les coe�cients de prédiction linéaire, la période du pitch et le gain du �ltre.Ces paramètres sont ensuite transmis vers le récepteur qui en e�ectuera le décodageen reconstituant le signal sonore. A�n d'y parvenir, il faut reprendre une partie deséléments présentés plus haut et les placer dans un programme séquentiel dont lastructure vous est donnée ci-dessous.7.8.1. Codage et décodage d'une phraseCréez un �chier Matlab vous permettant de coder puis décoder la phrase du �chier�colibri.txt� en vous inspirant de la structure suivante :Codage % préparation de l'espace Matlab% lecture de la phrase à coder et normalisation entre +/- 1% initialisation de la longueur et du nombre de tranches% initialisation des constantes et vecteurs nécessaires aux calculs% répéter jusqu'à la dernière tranche% choix de la trancher à coder% analyse lpc de la tranche et calcul du gain% recherche du signal d'excitation%% suppression des fréquences supérieures à fmax du pitch%% filtrage inverse pour obtenir l'excitation e(t)% recherche de la période d'excitation Kp%% autocorrélation de e(t) => ree%% limitation de ree entre Tpmin et Tpmax%% décision : voisé ou non% concaténation dans une matrice des coefficients, gains et périodes% fin de la boucle répéterDécodage % lecture de la matrice contenant tous les paramètres% extraction du vecteur contenant les gains% extraction du vecteur contenant les périodes Kp% répéter jusqu'à la dernière tranche% si Kp > 0 : génération des impulsions de période Kp% si Kp = 0 : génération du bruit entre +1 et -1% synthèse du son y(t)% ajustage de l'amplitude à Veff% concaténation des tranches218



7.8. Travail pratique% fin de la boucle répéter% limitation de l'amplitude à +/- 1% traçage des signaux intéressantsPour comparer le signal original avec le signal synthétisé, il peut être intéressant deles transférer simultanément vers CoolEdit dans un �chier *.txt de type ASCII.On peut, par exemple, envoyer le signal original vers le canal gauche et le signalsynthétisé vers la droite :% fichier CoolEdit : gauche = original, droite = synthèsesignaux = 32e3*[original synthese] ;save fichier.txt signaux -ascii -tabsLors du chargement du �chier avec CoolEdit, on précisera que l'on souhaite travailleren mode stéréophonique.7.8.2. Analyse des résultatsDébit d'informations Ayant terminé le codage et apprécié la qualité des résultatsobtenus, il est intéressant de calculer le taux de compression ainsi obtenu. Pour cefaire, considérant que les informations transmises sont codées 8 bits,1. faites la liste des informations transmises après codage LPC ;2. à quel rythme sont-elles transmises ?3. calculez le nombre de bits nécessaires pour chacune d'entre elles ;4. calculez le débit d'informations et le taux de compression obtenu par rapportà un codage 8 bits de la parole non codée.Modi�cations du codage1. Qu'est-ce qui change si l'excitation est purement aléatoire (Kp = 0 pour toutesles tranches) ?2. Plutôt que de rechercher et transmettre le pitch de chaque tranche, on peut, àchaque instant d'échantillonnage, transmettre le signe du résidu e(n) et l'utili-ser comme signal d'excitation. Que pensez-vous du résultat de cette synthèsetrès simple ?7.8.3. Analyse et amélioration de la synthèseVous ne serez sûrement pas satisfait des résultats obtenus au premier essai. Essayezd'apporter des modi�cations à votre algorithme. Par exemple :� Avez-vous pensé au fait que les conditions �nales d'une tranche doivent être lesconditions initiales de la suivante ?� Le compteur de pitch doit-il être propre à chaque tranche ou global ? 219



7. Codage et décodage LPC de la parole� Faut-il augmenter le nombre de paramètres ?� Essayez de varier les seuils de détection du pitch.A�n de mieux saisir les possibilités d'amélioration, sélectionnez une tranche qui vousparaît intéressante. Puis sur celle-ci, tentez de comprendre où se situent les di�cultéset observez les e�ets de vos modi�cations.Malgré tous vos essais, il est peu probable que vous atteigniez la qualité de la té-léphonie mobile. En e�et, bien que celle-ci soit basée sur le codage LPC, on a dû,pour des raisons de qualité du son, amélioré l'analyse et la restitution du signald'excitation. Vous trouverez plus d'informations dans la référence [2].7.9. Minimisation de l'écart quadratiqueNous avons vu que la puissance ou variance de l'écart de l'ensemble des N échan-tillons e[n] à disposition avec 0 ≤ n ≤ N-1 dépend du choix des coe�cients deprédiction ak et qu'elle vaut :
σ2

e(ak) =
1

N

N−1
∑

n=0

e2[n] =
1

N

N−1
∑

n=0

(

s[n] +

p
∑

k=1

aks[n− k]

)2 (7.16)
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Fig. 7.14.: Variance de l'erreur de prédictionMathématiquement, la variance est donc une fonction des paramètres de prédiction
ak :220



7.9. Minimisation de l'écart quadratique
σ2

e = σ2
e(a1, a2, . . . , ap) = σ2

e(ak) (7.17)et les valeurs des paramètres correspondant à sa valeur minimum s'obtiennent enannulant l'ensemble des dérivées partielles de σ2
e par rapport aux paramètres ak :

δσ2
e(ak)

δak
= 0, k = 1, . . . , p (7.18)La dérivation de l'équation (7.16) s'e�ectue comme suit :
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= rss[k] +

p
∑

m=1

am rss[k −m]L'annulation de ce résultat donne
p
∑

m=1

am rss[k −m] = −rss[k], 1 ≤ k ≤ pqui représente p équations pour les p paramètres inconnus am :
a1rss[0] + a2rss[−1] + · · ·+ aprss[1− p] = −rss[1]

a1rss[1] + a2rss[0] + · · ·+ aprss[2− p] = −rss[2]... =
...

a1rss[p− 1] + a2rss[p− 2] + · · ·+ aprss[0] = −rss[p]avec :
rss[k] =

N−1
∑

n=0

s[n]s[n− k], k = 1, . . . , p (7.19)221



7. Codage et décodage LPC de la paroleOn voit ainsi que les coe�cients des inconnues ak sont les p premières valeurs de lafonction d'autocorrélation rss[k] du signal s[n] comportant N échantillons.Cet ensemble d'équations linéaires peut s'écrire sous forme matricielle :
Rss a = −rss (7.20)où Rss est la matrice p× p d'autocorrélation, rss le vecteur p× 1 d'autocorrélationet a le vecteur p × 1 des paramètres de prédiction. On notera que, la fonctiond'autocorrélation étant paire, la matrice Rss est symétrique.On voit donc que les coe�cients de prédiction linéaire peuvent s'obtenir par inversionde la matrice Rss :
a = −R

−1
ss rss (7.21)
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8. Introduction au �ltrageadaptatifLe �ltrage adaptatif est basé sur la recherche de paramètres optimaux par mini-misation d'un critère de performance. Fréquemment, cette minimisation se fait enrecherchant les moindres carrés. Étant donné le cadre dans lequel cette présentationest faite, il est nécessaire d'introduire quelques éléments préalables.On commencera donc par rappeler quelques dé�nitions d'estimateurs statistiquespuis on montrera ce que sont la régression linéaire et le �ltrage de Wiener avant deparler du �ltrage adaptatif proprement dit.8.1. Notions de probabilités8.1.1. Dé�nitions de quelques estimateurs statistiquesConsidérant une variable aléatoire réelle z, on la caractérise généralement à l'aidedes grandeurs suivantes :1. Sa valeur moyenne :
µz = lim

N→∞

1

N

N−1
∑

n=0

z(n) (8.1)On notera que la valeur moyenne µz représente la composante continue dusignal autour de laquelle prennent place les �uctuations.2. Sa puissance moyenne :
Pz = µz2 = lim

N→∞

1

N

N−1
∑

n=0

z2(n) (8.2)3. Sa variance qui mesure la puissance des �uctuations autour de la valeurmoyenne
σ2
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N→∞

1
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1
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8. Introduction au filtrage adaptatifqui vaut �nalement
σ2

z = µz2 − µ2
z (8.3)4. Son écart-type (ou déviation standard) dé�ni comme la racine carrée de lavariance :

σz =
√

µz2 − µ2
z (8.4)Sa valeur est égale à la valeur e�cace des variations du signal autour de lavaleur moyenne.Il est intéressant de noter que la puissance moyenne (µz2) de la variable z peutégalement s'écrire sous la forme

µz2 = µ2
z + σ2

z (8.5)On voit ainsi que la puissance de la variable µz2 est égale à la puissance de sa valeurmoyenne µ2
z plus la puissance de ses �uctuations σ2

z .8.1.2. Remarques1. Il est intéressant de relever que si l'on considère une notation vectorielle dutype :
z = [z(0), . . . , z(N − 1)], zT =







z(0)...
z(N − 1)





la puissance s'écrit simplement sous la forme d'un produit scalaire :
Pz =

1

N

N−1
∑

n=0

z2(n) =
1

N
z zT (8.6)2. De même, l'indépendance (ou la non correspondance) de deux signaux ouvecteurs peut se mesurer avec le produit scalaire :

r = x yT =

N−1
∑

n=0

x(n) y(n) (8.7)Dans le cas où les signaux sont orthogonaux (c'est à dire indépendants), x yTsera nul alors que si les signaux sont fortement dépendants (ou ressemblants),la valeur du produit x yT sera proche de son maximum.8.1.3. Fonction de répartition et densité de probabilitésDans le cas d'une variable aléatoire continue x, on dé�nit la probabilité d'avoir lavaleur mesurée x′ inférieure à une valeur x donnée
P (x) ≡ prob(x′ < x) (8.8)226



8.1. Notions de probabilitésCette fonction porte le nom de fonction de répartition la variable x.La probabilité d'avoir la valeur mesurée x′ comprise entre deux valeurs x et x + ∆xvaut donc
P (x < x′ < x + ∆x) = P (x′ < x + ∆x)− P (x′ < x) (8.9)Cette relation permet de dé�nir la densité de probabilité

p(x) ≡ lim
∆x→0

P (x < x′ < x + ∆x)

∆x
=

dP (x)

dx
(8.10)et d'en tirer la fonction de répartition

P (x) =

∫ x

−∞
p(x) dx (8.11)avec comme propriété évidente

P (−∞ < x′ < +∞) = P (∞) = 1 (8.12)C'est la densité de probabilité qui est généralement utilisée comme modèle de pourdécrire la répartion des valeurs d'une variable aléatoire. À partir de celle-ci, on peutcalculer la valeur moyenne, la variance et la puissance d'une variable x à l'aide de
µx =

∫ +∞

−∞
x p(x) dx (8.13)

σ2
x =

∫ +∞

−∞
(x− µx)

2 p(x) dx (8.14)
µx2 =

∫ +∞

−∞
x2 p(x) dx (8.15)8.1.4. Modèles statistiquesLes modèles les plus fréquemment utilisés sont1. La répartition uniforme entre deux valeurs extrêmes xmin et xmax

p(x) = constante =
1

xmax − xmin
=

1

∆x
(8.16)On montre que dans ce cas, la variance vaut

σ2
x =

(xmax − xmin)2

12
=

∆x2

12
(8.17)2. La répartition gaussienne entre −∞ et +∞

p(x) =
1√

2π σx

exp

(

−(x− µx)
2

2 σ2
x

) (8.18)Il est intéressant de relever que que la probabilité de trouver à l'intérieur desdomaines ±σx et ±3σx par rapport à la valeur moyenne valent respectivement
P (|x− µx| < σx) = 68% (8.19)

P (|x− µx| < 3σx) = 99.7% (8.20)227



8. Introduction au filtrage adaptatifSuivant les applications, on peut imaginer d'autres distributions comme par exemplela répartition exponentielle décrite par
p(x) =

1√
2σx

exp

(

−
√

2
|x− µx|

σx

) (8.21)
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xFig. 8.1.: Illustration des distributions uniforme, gaussienne et exponentielle
8.2. Régression linéaireLa régression linéaire consiste en la recherche de la droite passant au mieux parmiun ensemble de points mesurés (�gure 8.2). Le critère conduisant à cet optimumest la minimisation des distances quadratiques entre les points mesurés et la droiteoptimum.On notera que la régression linéaire s'applique aux systèmes statiques alors quel'approche de Wiener (que l'on verra dans la section suivante) sert à optimiser dessystèmes évoluant au cours du temps.228



8.2. Régression linéaire

a

b

J(a,b)

x(n)

y(n)

ym = ax + b

e(n)

Fig. 8.2.: Régression linéaire8.2.1. Mesure, modèle et écartComme on souhaite faire passer une droite parmi un ensemble de points,on se donneun modèle dont l'équation est :
ym = ax + b (8.22)L'écart de y(n) par rapport au modèle s'écrit donc :

e(n) = y(n)− ym(n)

e(n) = y(n)− (a x(n) + b) (8.23)Si l'on décrit la mesure y(n) par rapport au modèle ym(n), on a évidemment :
y(n) = ym(n) + e(n) (8.24)On associe généralement deux grandeurs à l'écart e(n) :1. sa valeur moyenne µe qui doit tendre vers 0 si le modèle n'est pas biaisé ;2. sa puissance σ2

e qui doit diminuer lorsque a et b se rapprochent des �vraies�valeurs liant y à x.On notera que pour le calcul d'une régression linéaire, on fait l'hypothèse qu'il n'ya pas de bruit sur la valeur de la variable indépendante x(n). 229



8. Introduction au filtrage adaptatif8.2.2. Minimisation de l'écart quadratiqueL'obtention de la droite passant au mieux parmi les points mesurés nécessite larecherche du minimum d'une fonction dépendant des paramètres recherchés a et b.Pour cela, on dé�nit un critère d'optimisation qui mesure la puissance ou la variancede l'écart :
J(a, b) =

1

N

N−1
∑

n=0

e2(n) =
1

N

N−1
∑

n=0

(y(n)− (ax(n) + b))2 (8.25)Lorsque l'écart quadratique est minimum, on a :
∂J(a, b)

∂a
= 0

∂J(a, b)

∂b
= 0 (8.26)avec

∂J(a, b)

∂a
=

1

N

N−1
∑

n=0

2 (y(n)− (ax(n) + b)) (0− x(n)− 0)

=
2

N

N−1
∑

n=0

(

−x(n) y(n) + a x2(n) + b x(n)
)

=
2

N

(

−
N−1
∑

n=0

x(n) y(n) + a

N−1
∑

n=0

x2(n) + b

N−1
∑

n=0

x(n)

)

∂J(a, b)

∂b
=

1

N

N−1
∑

n=0

2 (y(n)− (ax(n) + b)) (0− 0− 1)

=
2

N

N−1
∑

n=0

(−y(n) + ax(n) + b)

=
2

N

(

−
N−1
∑

n=0

y(n) + a
N−1
∑

n=0

x(n) +
N−1
∑

n=0

b

)

On en tire 2 équations dont les inconnues sont a et b :
a

1

N

N−1
∑

n=0

x2(n) + b
1

N

N−1
∑

n=0

x(n) =
1

N

N−1
∑

n=0

x(n) y(n) (8.27)
a

1

N

N−1
∑

n=0

x(n) +
1

N

N−1
∑

n=0

b =
1

N

N−1
∑

n=0

y(n) (8.28)
230



8.3. Filtrage de Wiener8.2.3. Équations de la régression linéaireSe souvenant de la dé�nition d'une valeur moyenne, on voit que les équations (8.28)et (8.27) s'écrivent plus simplement sous la forme :
a µx + b = µy (8.29)

a µx2 + b µx = µxy (8.30)Sous forme matricielle, cela donne :
(

µx 1
µx2 µx

) (

a
b

)

=

(

µy

µxy

)dont la solution est
(

a
b

)

=

(

µx 1
µx2 µx

)−1 (
µy

µxy

) (8.31)L'inversion de la matrice et le calcul explcite de a et b donnent alors
a =

µx µy − µxy

µ2
x − µx2

(8.32)
b =

µx µxy − µy µx2

µ2
x − µx2

(8.33)Dans le cas particulier où la droite passe par l'origine, les valeurs moyennes µx et
µy sont nulles et on a :

a =
µxy

µx2

=

∑

x(n) y(n)
∑

x2(n)
=

xT y

xT x
, b = 0 (8.34)8.3. Filtrage de WienerDans de nombreuses applications, les signaux temporels sont entachées d'une inter-férence ou d'un bruit non désirés. Il faut alors trouver une solution permettant desupprimer ou tout au moins réduire ces composantes perturbatrices. Dans le cas oùle spectre du signal désiré et celui du signal perturbateur se superposent, il n'est paspossible de recourir au �ltrage classique. Le �ltre de Wiener apporte une solution àce problème lorsque le processus est stationnaire.8.3.1. Dé�nition du problèmeOn considère ici le schéma de la �gure 8.3 dans lequel on trouve :1. le signal d'excitation x(n) connu ou mesuré ;2. le signal de sortie du processus yp(n) inatteignable ; 231



8. Introduction au filtrage adaptatif
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yw(n)
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  inconnu

yp(n)

Minimisation


     de σ 2
εFig. 8.3.: Filtrage de Wiener3. le signal de sortie mesuré y(n) entâché d'une perturbation inconnue e(n) ;4. le signal modélisé yw(n) à l'aide des paramètres wk ;5. le signal d'écart ε(n) entre le modèle yw(n) et la mesure y(n) .On admet que le signal mesuré y(n), causé par l'excitation x(n), peut être modélisé àl'aide d'un modèle MA (Moving Average =moyenne glissante) d'ordre p représentantun processus stationnaire inconnu :

yp(n) =

p−1
∑

k=0

wk x(n− k)Le but poursuivi est de trouver les coe�cients wk du modèle MA à partir de lamesure des signaux d'entrée x(n) et de sortie y(n).La recherche d'une solution consiste à rendre yw(n) aussi proche que possible dusignal yp(n) en minimisant l'erreur quadratique moyenne (Mean Square Error =MSE) par ajustage des coe�cients wk. Il est important de bien comprendre quesi la solution exacte est trouvée, le signal d'écart ε(n) n'est pasnul, mais égal à la peturbation e(n) de la mesure.A�n d'alléger l'écriture de ce qui suit, on se contentera de traiter le cas particulieroù le processus est décrit par 3 paramètres (l'extension à une dimension plus grandese fait sans di�culté)
W =





w0

w1

w2



 (8.35)
232



8.3. Filtrage de WienerDans ce cas, l'estimateur yw(n) du signal yp(n) vaut :
yw(n) = w0 x(n) + w1 x(n− 1) + w2 x(n− 2) 0 ≤ n ≤ N − 1 (8.36)8.3.2. Résolution au sens des moindres carrésLe problème ainsi posé est proche de celui de la régression linéaire que l'on a étudiépour les systèmes statiques (ou sans mémoire). Dans le cas des systèmes dynamiques,les signaux évoluent temporellement. L'erreur est alors une fonction du temps quel'on cherche à réduire en minimisant sa valeur quadratique moyenne ; cela se fait envariant les coe�cients inconnus wk. On pose donc :

ε(n) = y(n)− yw(n) (8.37)
J =

1

N

N−1
∑

n=0

(y(n)− yw(n))2 (8.38)Tenant compte de l'équation (8.36), il vient
J (w0, w1, w2) =

1

N

N−1
∑

n=0

(y(n)− w0 x(n)− w1 x(n− 1)− w2 x(n− 2))2 (8.39)Le calcul des dérivées partielles de J (w0, w1, w2) par rapport à chacun des coe�cientsinconnus wk donne
∂J

∂w0
=

2

N

N−1
∑

n=0

(y(n)− w0 x(n)− w1 x(n− 1)− w2 x(n− 2)) (−x(n))

= − 2

N

N−1
∑

n=0

(x(n)y(n)− w0 x(n)x(n)− w1 x(n)x(n− 1)− w2 x(n)x(n− 2))

∂J

∂w1

=
2

N

N−1
∑

n=0

(y(n)− w0 x(n)− w1 x(n− 1)− w2 x(n− 2)) (−x(n− 1))

= − 2

N

N−1
∑

n=0

(x(n− 1)y(n)− w0 x(n− 1)x(n)− w1 x(n− 1)x(n− 1)− w2 x(n− 1)x(n− 2))

∂J

∂w2
=

2

N

N−1
∑

n=0

(y(n)− w0 x(n)− w1 x(n− 1)− w2 x(n− 2)) (−x(n− 2))

= − 2

N

N−1
∑

n=0

(x(n− 2)y(n)− w0 x(n− 2)x(n)− w1 x(n− 2)x(n− 1)− w2 x(n− 2)x(n− 2))233



8. Introduction au filtrage adaptatifTenant compte de la dé�nition de la fonction de corrélation
rxy(k) =

1

N

N−1
∑

n=0

x(n) y(n + k) =
1

N

N−1
∑

n=0

x(n− k) y(n) = ryx(−k) (8.40)on voit que ces trois dérivées s'écrivent plus simplement sous la forme
∂J

∂w0
= −2 (rxy(0)− w0rxx(0)− w1rxx(−1)− w2rxx(−2))

∂J

∂w1
= −2 (rxy(+1)− w0rxx(+1)− w1rxx(0)− w2rxx(−1))

∂J

∂w2
= −2 (rxy(+2)− w0rxx(+2)− w1rxx(+1)− w2rxx(0))Comme l'erreur quadratique obtenue est minimum lorsque ces dérivées s'annullent,on obtient �nalement un ensemble de 3 équations à 3 inconnues

w0 rxx(0) + w1 rxx(−1) + w2 rxx(−2) = rxy(0)

w0 rxx(+1) + w1 rxx(0) + w2 rxx(−1) = rxy(+1)

w0 rxx(+2) + w1 rxx(+1) + w2 rxx(0) = rxy(+2)que l'on écrit sous la forme matricielle suivante




rxx(0) rxx(−1) rxx(−2)
rxx(+1) rxx(0) rxx(−1)
rxx(+2) rxx(+1) rxx(0)









w0

w1

w2



 =





rxy(0)
rxy(1)
rxy(2)



 (8.41)Cette matrice d'autocorrélation est obligatoirement symétrique car la fonction d'au-tocorrélation est paire.En représentant la matrice d'autocorrélation par le symbole Rxx, le vecteur desparamètres par W et le vecteur d'intercorrélation par rxy, ce résultat s'écrit plussuccinctement sous la forme :
Rxx W = rxy (8.42)dont la solution est
W = R−1

xx rxy (8.43)Cette équation porte le nom d'équation normale ou de Wiener-Hopf.8.3.3. Description matricielleLes calculs que l'on vient d'exposer peuvent être présentés dans une écriture plusconcise fréquemment utilisée. Dé�nissant tout d'abord les vecteurs colonnes sui-vants :
W =











w0

w1...
wp−1











X(n) =











x(n)
x(n− 1)...

x(n− p + 1)











(8.44)on obtient :234



8.3. Filtrage de Wiener� le signal estimé yw(n)

yw(n) =

p−1
∑

i=0

wi x(n− i) = W T X(n) = X(n)T W (8.45)� l'erreur d'estimation ε(n)

ε(n) = y(n)− yw(n) = y(n)−X(n)T W (8.46)� l'erreur quadratique ε2(n)

ε2(n) =
(

y(n)−X(n)T W
)2 (8.47)

ε2(n) = y2(n)− 2 y(n) X(n)T W + W T X(n) X(n)T W (8.48)� l'erreur quadratique moyenne J(W ) fonction des paramètres W

J(W ) = E{ε2(n)} = E{
(

y(n)−X(n)T W
)2}

= E{y2(n)} − 2 E{y(n) X(n)T W}+ E{W T X(n) X(n)T W}d'où
J(W ) = ryy(0)− 2 rT

xy W + W T RxxW (8.49)� le gradient de J(W ) par rapport au vecteur W des coe�cients wk

dJ

dW
= −2 rxy + 2 Rxx W (8.50)� le vecteur des paramètres optimaux qui annule le gradient
W = R−1

xx rxy (8.51)8.3.4. Applications du �ltrage de WienerLes applications du �ltrage de Wiener di�èrent par la manière dont est extraite laréponse désirée. Dans ce contexte, on peut distinguer quatre classes fondamentalesutilisant le �ltrage de Wiener :1. l'identi�cation de processus ; dans ce cas, on souhaite trouver la réponse im-pulsionnelle w(n) représentant au mieux le processus inconnu ;2. la modélisation inverse avec laquelle on tente de reconstruire un signal ;3. la prédiction linéaire qui, sur la base des échantillons précédents, permet d'es-timer une valeur à venir (codage LPC de la parole) ;4. la suppression d'un signal perturbateur.Dans ce qui suit, compte tenu du cadre dans lequel est présentée cette note, on secontentera d'illustrer comment on peut supprimer une perturbation grâce au �ltrageadaptatif. 235



8. Introduction au filtrage adaptatif8.4. Suppression d'une perturbationComme illustration du �ltrage de Wiener, imaginons la mesure de l'activité car-diaque d'un foetus à l'aide d'un électrocardiogramme (ECG) pris au niveau de l'ab-domen de la mère et qui, naturellement, est perturbé par l'ECG de celle-ci.Cette mesure nécessite l'utilisation de 2 capteurs. Avec le premier, on mesure lesignal de référence x(n) représentant, si possible, uniquement l'ECG de la mère.Avec le deuxième, on mesure le signal y(n) qui est l'ECG du foetus perturbé parl'activité cardiaque de la mère.Les signaux du schéma de Wiener (�gure 8.4) sont alors les suivants :1. x(n) = l'ECG maternel mesuré près du coeur,2. y(n) = l'ECG foetal perturbé par celui de la mère,3. yp(n) = l'ECG maternel près du foetus,4. yw(n) = l'estimation de l'ECG maternel près du foetus,5. e(n) = l'ECG foetal,6. ε(n) = l'estimation de l'ECG foetal.
Σ

Σ

x(n)

e(n)

y(n)

ε(n)

yw(n)
wk

Processus


  inconnu

yp(n)

Minimisation


     de σ 2
εFig. 8.4.: Suppression de la perturbation yp(n)On notera que dans ce problème, les rôles sont inversés par rapport à la dé�nitioninitiale du �ltre de Wiener. En e�et, le signal e(n) considéré plus haut comme uneperturbation du signal recherché yp(n), est, dans notre cas, le signal ECG que l'onsouhaite mesurer et le signal yp(n) est la perturbation que l'on souhaite rejeter. C'esten recherchant yw(n) ' yp(n) que l'on obtient une bonne estimation ε(n) de l'ECGfoetal e(n) ' x(n)− yw(n).236



8.4. Suppression d'une perturbationDans cette simulation et dans un but didactique, on a choisi un modèle MA constituéde deux coe�cients seulement W = [w0, w1]
T . Le système à résoudre s'écrit alors :

(

rxx(0) rxx(1)
rxx(1) rxx(0)

) (

w0

w1

)

=

(

rxy(0)
rxy(1)

)La recherche des coe�cients W peut se faire de deux manières :1. Dans le cas où l'on considère que le processus générateur de la perturbationest stationnaire, on commence par enregistrer la totalité des signaux x(n) et
y(n). Puis, on calcule le vecteur des coe�cients W après avoir calculé Rxx et
rxy pour l'ensemble des points acquis.2. Si les signaux ne sont pas stationnaires (ce qui est le cas lorsque le processuschange au cours du temps), il faut, après chaque échantillonnage, calculer lescoe�cients W = R−1

xx rxy.8.4.1. Filtrage de Wiener classiqueLa �gure 8.5 présente les résultats que l'on obtient avec un �ltrage de Wiener clas-sique dans lequel l'ensemble des points acquis est analysé en une seule fois. Danscette approche, on fait l'hypothèse que le processus générateur de la perturbationest stationnaire. Sur la �gure 8.5, on a tracé dans l'ordre :� le signal x(n) correspondant à l'ECG maternel,� le signal y(n) correspondant à l'ECG foetal perturbé,� l'estimation ε(n) de l'ECG foetal et sa valeur exacte e(n) en pointillé.On peut relever à quel point le résultat obtenu est proche du signal original. Unexemple de codage pour 2 paramètres est donné à la �gure 8.6.8.4.2. RemarqueD'un point de vue pratique, le �ltre de Wiener tel qu'il a été présenté ci-dessussou�re de quelques limitations :� il nécessite le calcul de la matrice d'autocorrélation Rxx et du vecteur d'intercor-rélation rxy, tous deux coûteux en temps de calcul ;� il faut inverser la matriceRxx, ce qui peut demander beaucoup de calcul et d'espacemémoire ;� si les signaux ne sont pas stationnaires (ce qui est fréquent), Rxx et rxy évoluent aucours du temps ; il faut donc à chaque instant résoudre l'équation de Wiener-Hopf.Pour des applications en temps réel, il faut donc trouver un moyen rapide, e�caceet robuste pour calculer récursivement la solution W = R−1
xx rxy. C'est ce que fait le�ltrage adaptatif. 237



8. Introduction au filtrage adaptatif
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Fig. 8.5.: Suppression d'une perturbation par �ltrage de Wiener8.5. Filtrage adaptatifUn �ltre adaptatif est un système numérique dont les coe�cients se modi�ent euxmêmes en fonction des signaux extérieurs. Il est utilisé chaque fois qu'un environne-ment est mal connu ou changeant ou pour supprimer des perturbations situées dansle domaine de fréquences du signal utile, ce que les �ltres classiques ne peuvent pasfaire.Un �ltre adaptatif est constitué de deux parties distinctes :� un �ltre numérique à coe�cients ajustables ;� un algorithme de modi�cation des coe�cients basé sur un critère d'optimisation.8.5.1. Algorithme récursif des moindres carrés (RLMS)Nous avons vu au paragraphe 8.3.2 que pour trouver les paramètres optimaux, il fautdescendre le long d'un paraboloïde a�n atteindre le minimum de l'erreur quadratiquemoyenne. Mathématiquement, cette descente se fait dans le sens opposé à celui dugradient
∂J

∂W
= −2 rxy + 2 RxxW238



8.5. Filtrage adaptatif
% les signaux mesures sont stockes dans les vecteurs xt et yt% initialisation des calculsrxx0 = 0 ; rxx1 = 0 ;rxy0 = 0 ; rxy1 = 0 ;% boucle de calculskmax = length(xt)-1 ;for n = 1 :kmax% lecture des signauxxn = xt(n) ;yn = yt(n) ;xn1 = xt(n+1) ;yn1 = yt(n+1) ;% correlationrxx0 = rxx0 + xn*xn ;rxx1 = rxx1 + xn*xn1 ;rxy0 = rxy0 + xn*yn ;rxy1 = rxy1 + xn*yn1 ;end ;% solution de Wiener-HopfRxx = [rxx0 rxx1 ;rxx1 rxx0]rxy = [rxy0 ; rxy1]w = inv(Rxx) * rxy% calcul du signal recherchexn1 = 0 ;for n = 0 :kmax-1xn = xt(n+1) ;yn = yt(n+1) ;ew(n+1) = yn - [xn, xn1]*w ;xn1 = xn ;end ; Fig. 8.6.: Exemple de codage d'un �ltre de Wiener
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8. Introduction au filtrage adaptatifet on atteint le point optimum lorsque le gradient s'annule. La valeur des paramètresest alors donnée par la solution
W = R−1

xx rxyDe manière heuristique, on imagine bien que cette solution peut être atteinte récur-sivement en corrigeant les valeurs des coe�cients wk en chaque instant n dans le sensopposé à l'évolution de l'erreur quadratique par rapport au vecteur des coe�cients
W (n) (�gure 8.7) :

W (n) = W (n− 1)− γ

2

(

∂ε2(n)

∂W

) (8.52)où γ est un facteur de pondération du gradient.

wk(n)

ε2(n)

δ (ε2(n))

δ (wk(n))

Fig. 8.7.: Erreur quadratique ε2(n) en l'instant n et sa dérivée par rapport au coef-�cient wk(n)Comme l'erreur quadratique à l'instant n vaut :
ε2(n) =

(

y(n)−
p−1
∑

i=0

wi x(n− i)

)2

=
(

y(n)−X(n)T W
)2il vient :

∂ε2(n)

∂W
= 2 ε(n)

∂ε(n)

∂W
= −2 ε(n) X(n)On en déduit que la recherche de l'optimum peut se faire avec l'algorithme récursifsuivant

W (n) = W (n− 1) + γ ε(n) X(n) (8.53)que l'on désigne sous le nom d'algorithme RLMS (Recursive Least Mean Square).Les grandeurs dont on a besoin sont :� le vecteur des p coe�cients à l'instant n− 1 :
W (n− 1) = [w0(n− 1), w1(n− 1), · · · , wp−1(n− 1)]T240



8.5. Filtrage adaptatif� les p dernières valeurs du signal d'entrée :
X(n) = [x(n), x(n− 1), · · · , x(n− p + 1)]T� la valeur du signal de sortie y(n) pour calculer l'écart à l'instant n

ε(n) = y(n)−
p−1
∑

i=0

wi x(n− i) (8.54)� le gain d'adaptation γ de l'algorithme récursif (généralement très inférieur à 1).La valeur du gain d'adaptation γ est di�cile à �xer : si on la choisit trop faible,la convergence vers la valeur optimum est très lente ; si on la choisit trop forte, laconvergence se fait en oscillant onguement autour de la valeur optimum ; en�n, si legain d'adaptation est trop élevé, le processus d'optimisation diverge.Les avantages de cet algorithme résident dans la simplicité à le déduire, à le pro-grammer, et au peu de calculs à e�ectuer. Par contre, ses inconvénients sont lalente convergence des paramètres et le risque d'oscillations ou de divergence si legain d'adaptation est trop grand. Ces inconvénients, associés au fait que les signauxsont généralement non stationnaires, ont nécessité la recherche d'une adaptationautomatique du gain.
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8. Introduction au filtrage adaptatif8.5.2. Algorithme récursif normalisé (NLMS)En 1975, Widrow et ses coauteurs ont montré qu'un gain d'adaptation stable comprisentre 0 et 1 peut être utilisé si on le normalise par le nombre p de paramètres duvecteur W et par la puissance ou variance σ2
x du signal d'entrée x(n).Gain d'adaptation normaliséPour la plupart des situations pratiques, on choisit un gain initial γ0 ' 0.1 qui, aprèsnormalisation par le nombre de paramètres et par la variance du signal d'entrée,donne un gain d'adaptation qui évolue en fonction de la puissance du signal d'entrée :

γ =
γ0

p · σ2
x

(8.55)De manière à éviter que le gain n'augmente indé�niment lorsque la puissance dusignal de référence tend vers zéro, on peut corriger le dénominateur du gain en yajoutant un terme constant a� 1 :
γ =

γ0

a + p · σ2
x

(8.56)L'algorithme s'écrit alors :
W (n) = W (n− 1) +

γ0

a + p · σ2
x

ε(n) X(n) (8.57)Comme cet algorithme utilise un gain normalisé par la puissance σ2
x du signal x(n),il porte le nom d'algorithme NLMS ( Normalised Least Mean Square).Puissance moyenne du signal de référenceDans le cas où le signal x(n) n'est pas stationnaire, on doit évaluer sa puissance

Px ≡ σ2
x en tout instant :

Px(n) =
1

n + 1

n
∑

k=0

x2(k)Cette valeur moyenne peut également être évaluée à l'aide d'un �ltre passe-bas enoubliant progressivement les anciennes valeurs.Se souvenant qu'un �ltre passe-bas d'ordre 1 et de gain unité, d'entrée e(n) et desortie s(n) est décrit par sa fonction de transfert
H(z) =

S(z)

E(z)
=

1− λ

1− λ z−1
, 0 < λ < 1 (8.58)ou, de manière équivalente, par son équation récursive

s(n) = (1− λ) e(n) + λ s(n− 1) (8.59)242



8.5. Filtrage adaptatifle calcul de Px(n) se fait de la manière suivante :
Px(n) = (1− λ) x2(n) + λ Px(n− 1) (8.60)avec λ = 0.90 · · ·0.98 suivant l'horizon de mémoire N désiré

N ' 3 Kc =
3

|ln(λ)|On montre aisément qu'au-delà de N = 3/ |ln(λ)|, la contribution des anciennesvaleurs est inférieure à 5%. On peut relever que l'horizon de mémoire N vaut 30pour λ = 0.90 ou 150 lorsque λ = 0.98.RésultatsLes résultats ainsi obtenus sont présentés à la �gure 8.9. Ils illustrent à l'évidencela rapidité de la convergence et la qualité des résultats qui est pratiquement aussibonne que celle obtenue avec le �ltrage optimum de Wiener.La �gure 8.10 montre comment le gain change au cours du temps ; on y voit nette-ment son augmentation lorsque la puissance du signal de référence est faible. Unepartie du codage est présenté dans la �gure 8.11.
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8. Introduction au filtrage adaptatif
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8.5. Filtrage adaptatif

% constantesp = 3 ; % modifier selon les besoinsgamma0 = 0.1 ;lambda = 0.95 ;% initialisation des calculsWn = zeros(p,1) ;Pxx = 0 ;a = 1e-3 ;% boucle de calculsfor n = p-1 :kmax-1% signaux a l'instant nxn = xt(n+1) ;yn = yt(n+1) ;% puissance moyenne de x(n)Pxx = (1-lambda)*xn^2 + lambda*Pxx ;% calcul des paramètres W(n)Xn = xt(n+1 :-1 :n-p+2) ;en = yn - Xn'*Wn ;Wn = Wn + gamma0/(a+p*Pxx) * en*Xn ;% memorisation du signal recherche et des parametresew(n+1) = en ;wt(n+1, :) = Wn' ;end ; Fig. 8.11.: Exemple de codage d'un �ltre NLMS
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8. Introduction au filtrage adaptatif8.6. ExercicesRL 1Considérant l'ensemble des notes n suivantes :2.8 4.7 3.2 4.2 2.6 4.8 3.5 5.4 5.4 4.44.0 5.6 5.3 4.6 5.3 4.6 3.4 3.2 3.4 4.21. Calculez la note moyenne et sa déviation standard.2. Comparez aux résultats obtenus avec les fonctions Matlab mean, var et std.3. Calculez puis tracez à la main la répartition des notes telles que
n < 3, 3 ≤ n < 4, 4 ≤ n < 5, 5 ≤ n ≤ 64. Commentez vos résultats.RL 2La mesure de la caractéristique statique d'un ampli�cateur a donné les résultatssuivants :

Uin [mV] -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Uout [V] -3.69 -3.38 -2.43 -1.68 -0.56 0.17 0.87 1.96 2.45 3.28 3.761. Tracez cette caractéristique ; qu'en pensez-vous ?2. Admettant que l'ampli�cateur est linéaire, utilisez la régression linéaire (équa-tions de la section 8.2.3) pour calculer à la main son gain et sa tension dedécalage. Puis :a) Comparez aux résultats fournis par polyfit.b) Tracez sur un même graphe les points mesurés et la caractéristique li-néaire de l'ampli�cateur avec une abscisse �ne (∆Uin = 1 mV ).c) Calculez la puissance des écarts entre le modèle et la mesure ?3. Considérant que l'ampli�cateur n'est pas parfaitement linéaire, utilisez la fonc-tion polyfit pour calculer le polynôme d'ordre 3 (pourquoi 3 et pas 2 ou 4 ?)passant au mieux parmi ces points.a) Y a-t-il un sens à donner le gain de l'ampli�cateur et sa tension de déca-lage ?b) Tracez sur un même graphe les points mesurés et la caractéristique nonlinéaire de l'ampli�cateur avec une abscisse �ne (∆Uin = 1 mV ).c) Calculez la puissance des écarts entre le modèle et la mesure ?4. Répétez le point 3 avec un polynôme d'ordre 9. Commentez la puissance desécarts et l'allure de ce polynôme par rapport aux modèles précédents.246



8.6. ExercicesPrb 1On s'intéresse ici aux notions de base des statistiques et probabilités. Pour cela :1. Générez les trois signaux suivants avec N = 10′000 et n = 0 : N − 1,
xu(n) = rand(size(n)), xg(n) = 0.5 randn(size(n)), xs(n) = sin(2π n /N)2. Tracez ces signaux par rapport à n (subplot(3,1,k)) ; observez-les avec lezoom ; commentez vos observations.3. Quels résultats fournissent les fonctions rand et randn ?4. Pouvez-vous donner une estimation des valeurs moyennes et variances des troissignaux ?5. Pour chacun des 3 signaux, calculez leurs valeur moyenne, variance et écart-type ; véri�ez l'équation (8.3) ; commentez.6. Tracez et comparez les 3 histogrammes (hist(xn,round(sqrt(N)))).7. Commentez ces résultats d'un point de vue statistique ; en particulier, quepensez-vous de la probabilité d'apparition de certaines valeurs ?Prb 2Avec l'exercice précédent vous avez compris que l'histogramme permet de compterle nombre de fois nk où une valeur x se situe dans la case k de largeur

∆x =
xmax − xmin

Nk

, avec Nk = nombre de casesLa probabilité de se trouver dans une case est donc égale au contenu de la case divisépar le nombre total de points N . On dé�nit ainsi la fonction de probabilité discrète
p(k) ≡ p(k∆x ≤ x < (k + 1)∆x) =

nk

N
(8.61)On peut également considérer la somme cumulée des valeurs de l'histogramme etnormaliser son maximum à 1. On obtient alors la fonction de répartition des pro-babilités dé�nie comme la probabilité que la valeur de x soit inférieure à une valeurdonnée X = K ∆x. Mathématiquement, cela s'écrit :

P (K) ≡ p(−∞ < x ≤ K ∆x) =

K
∑

k→−∞
p(k) (8.62)Cette approche permet de calculer simplement la probabilité que la valeur de x sesitue dans un domaine donné ; on a en e�et

P (K1∆X < x ≤ K2∆X) =

K2
∑

k=K1+1

p(k) = P (K2)− P (K1) (8.63)Dans le cas d'une variable continue, la fonction de probabilité devient une densitéde probabilité dé�nie comme suit
p(x) = lim

N→∞,∆x→0

( nk

N ∆x

) (8.64)247



8. Introduction au filtrage adaptatifet la fonction de répartition des probabilités s'écrit alors
P (x : x′ < x) =

∫ x

−∞
p(x) dx (8.65)A�n de bien comprendre ce qui précède, je vous propose d'appliquer les points ci-après sur les 3 signaux suivants� un signal aléatoire xu[n] à distribution uniforme compris entre -4 et +4 ;� un signal aléatoire xg[n] à distribution gaussienne de variance unité ;� un signal sinusoïdal xs[n] d'amplitude 4 et de période N ;où N = 10′000 et n = 0 : N − 1.1. Représentez le signal avecsubplot(3,1,1) ; plot(nn,xn).2. Calculez sa valeur moyenne et sa variance ; comparez avec les valeurs théo-riques.3. Calculez son histogramme avec[nk,xk] = hist(xn,sqrt(N)).4. Calculez et représentez la fonction de probabilité p(k) avecsubplot(3,1,2) ; plot(xk,pk).5. Calculez et représentez la répartition des probabilités P (K) avecPK = cumsum(pk) ; subplot(3,1,3) ; plot(xk,PK).6. Calculez la probabilité de trouver une valeur de x comprise entre -1 et +1(la fonction find facilite ce calcul).7. Analysez et commentez vos graphes et résultats.Prb 3Appliquez ce que vous venez de voir à des signaux réels (sons et images). Plusprécisément,1. Chargez le �chier sons : xt = load('colibri.txt') ; normalisez sa valeurmaximum à 1 : xt = xt/max(abs(xt)) ;.2. Tracez son graphe et écoutez-le avec wavplay(xt,8000) ;.3. Calculez sa valeur moyenne, sa puissance et sa variance.4. Tracez son histogramme. Quel est le modèle de distribution qui vous paraîtapproprié pour décrire le signal ?5. Ajustez les modèles choisis sur la courbe de probabilité réelle. Commentez.6. Chargez le �chier image : img = imread('lena256.jpg') ; visualisez soncontenu et transformez la matrice image en un vecteur : img_vecteur = double(img( :)) ;7. Répétez les points 1 à 5 ci-dessus.248



8.6. ExercicesCorr 1Dans le but de vous familiariser avec les résultats de la corrélation, appliquez lafonction Matlab de corrélation rxy = xcorr(y,x,L,'unbiased') à chacun des 3signaux suivants
xc[n] = sin(2π n /N), xq[n] = square(2π n /N), xg[n] = randn(size(n))où n = 0 : 1000 et N = 50. Pour ce faire :1. calculez puis tracez les 3 signaux dans une fenêtre ;2. calculez puis tracez les 3 fonctions d'autocorrélation dans une nouvelle fenêtre ;3. quelle est l'utilité du paramètre L ?4. vous souvenant que rxx[0] = Px, que doit valoir le maximum de chaque auto-corrélation ?5. calculez et tracez l'intercorrélation entre xc[n] et xq[n] (prenez garde à l'ordredes signaux rcq = xcorr(xq,xc,L,'unbiased')).WH 1Considérant un �ltre MA causal décrit par ses coe�cients w[0 · · ·2] = [3, 2, 1],1. dessinez le schéma fonctionnel de ce �ltre en prenant x[n] et y[n] comme si-gnaux d'entrée et de sortie ;2. montrez que, si on lui applique le signal x(n) = [+1,−1, +1,−1, +1], la sortievaudra y[n] = [+3,−1, +2,−2, +2] ;3. pour faire ce calcul, quelle modi�cation implicite avez-vous appliqué à x[n] ?4. calculez y[n] avec Matlab.WH 2Ayant appliqué le signal x[n] = [+1, +1,−1, +1,−1, 0] à un système MA décritpar l'équation

y[n] = w0x[n] + w1x[n− 1]on a obtenu en sortie le signal y[n] = [+2, +3,−1, +1,−1,−1]. Utilisez le �ltrage deWiener pour trouver les paramètres w0, w1 sans Matlab. Pour ce faire :1. Calculez à la main les fonctions de corrélation rxx([k] et rxy[k] pour k comprisentre �5 et +5.2. Quelles sont les valeurs de corrélation dont vous avez besoin pour résoudre ceproblème ?3. Écrivez les vecteurs et matrices rxx, rxy, Rxx nécessaires pour le �ltrage deWiener.4. Résolvez le système Rxx W = rxy.5. A-t-on besoin de 5 couples de valeurs (x, y) pour trouver w0 et w1 ? Justi�ezet véri�ez votre réponse.6. Quel est l'avantage d'avoir un grand nombre de valeurs (x, y) ? 249



8. Introduction au filtrage adaptatifWH 3Résolvez le problème précédent avec l'aide de Matlab. Pour ce faire, utilisez1. la fonction rxy = xcorr(y,x,p-1) où p est le nombre de paramètres (prenezgarde à l'ordre des vecteurs x et y ) ;2. la fonction Rxx = toeplitz(rxx) pour remplir la matrice de corrélation Rxx.WH 4Dans ce qui suit on souhaite extraire un signal inconnu s(n) fortement perturbépar le réseau électrique de fréquence 50 Hz. Pour ce faire, on a mesuré simultanémentle signal du réseau x(n) et le signal bruité y(n) en les échantillonnant à la fréquence
fe de 10 kHz. Pour résoudre ce problème,1. chargez les signaux contenus dans le �chier xy50hz.txt :signaux = load('xy50hz.txt') ;xn = signaux( :,1) ;yn = signaux( :,2) ;N = length(xn) ;nn = 0 :Te :(N-1)*Te ;2. tracez x(n) et y(n) ;3. dessinez le schéma de Wiener ; où se trouve le signal s[n] ?4. recherchez s[n] en appliquant l'algorithme de Wiener-Hopf avec 2 paramètres ;5. augmentez le nombre de paramètres p ; observez leurs valeurs et la puissancede s[n] ; concluez ;6. calculez le rapport signal sur bruit Seff/Yeff .LMS 1Il est possible d'évaluer en temps réel la puissance moyenne d'un signal en �ou-bliant� progressivement les valeurs anciennes. Ceci peut se faire de la manière sui-vante :

Px[n] = (1− λ) x2[n] + λ Px[n− 1]1. Montrez que cet algorithme est l'équivalent d'un �ltre passe-bas d'ordre 1.Pour cela :a) dessinez son schéma fonctionnel ;b) calculez sa fonction de transfert ;c) que valent l'instant caractéristique et l'horizon de mémoire à 5%?2. Imaginez (sans l'aide de Matlab !) un signal x(t) composé d'une sinusoïde d'am-plitude A1 = 1 V , de fréquence f0 = 1000 Hz et de durée tmax = 0.1 sec suivide la même sinusoïde d'amplitude A2 = 2 V . Comment évolue la puissance dece signal ? Que vaut-elle ?3. Générez le signal x[n] ; quelle fréquence d'échantillonnage prenez-vous ?250



8.6. Exercices4. Calculez sa puissance moyenne avec l'algorithme ci-dessus en prenant λ = 0.95et λ = 0.99 ; quel est l'horizon de mémoire à 5% correspondant à ces deuxvaleurs ?5. Tracez Px[n] ; concluez.LMS 2Dans ce problème, on souhaite diminuer le bruit environnant lors d'une conversa-tion téléphonique en utilisant un deuxième microphone placé sur le côté extérieur dutéléphone. Le microphone de base capte le message entaché du bruit environnant,alors que le deuxième capte seulement le bruit. Grâce à l'algorithme LMS, il estpossible d'améliorer sensiblement la qualité du message.Pour le véri�er :1. Dessinez le schéma de Wiener correspondant à ce problème et précisez quelssont les signaux en présence.2. Le �chier bjrbruit.dat constitué de trois colonnes contient trois signaux en-registrés à la fréquence fe = 8 kHz, à savoir, le bruit (microphone extérieur =
x[n]), le message perturbé par le bruit (microphone-bouche = y[n]) et, dans unbut de comparaison, le message non bruité. De ce �chier, extrayez les deux pre-miers signaux ; tracez-les et écoutez-les avec la fonction soundsc(signal,fe).3. Appliquez l'algorithme NLMS sur les deux premiers signaux pour diverseslongueurs p du vecteur W .4. Pour p = 5 et p = 20 par exemple, tracez les valeurs asymptotiques descomposantes de W (n→∞). Qu'en pensez-vous ?5. Tracez le signal fourni par NLMS et l'évolution des paramètres W [n].6. Observez les spectrogrammes des trois signaux (specgram(signal,128,fe)) ;commentez vos observations.7. Écoutez le signal extrait ; qu'en pensez-vous ?8. Le temps de calcul sur un PC 500 MHz est prohibitif (environ quinze fois ladurée du message). Sachant qu'en un cycle d'horloge, un DSP réalise une mul-tiplication et une addition, pensez-vous qu'il soit possible de faire ces calculsen temps réel avec un DSP dont le temps de cycle est de 20 ns ? Justi�ez votreréponse.
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