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Chapitre 1

Outils mathématiques de la théorie des


hamps

1.1 Rappels sur les 
hamps

1.1.1 Dé�nition

1.1.2 Lignes de 
hamp - Tubes de 
hamp

Soit un 
hamp ve
toriel ~a. On appelle ligne de


hamp l'ensemble des points M 
onstituant une


ourbe (C) tangente en tout point à ~a.

1.1.3 Cir
ulation - Flux

La 
ir
ulation C d'un 
hamp ve
toriel ~a le long de la


ourbe orientée (C) est l'intégrale 
urviligne

C =

∫

(C)

~a. ~dM (1.1)

Le �ux Φ d'un 
hamp ve
toriel ~a à travers une sur-

fa
e orientée S est

Φ =
x

(S)

~a. ~dS (1.2)

On rappelle qu'une surfa
e est orientée par le 
ontour sur le-

quel elle s'appuie suivant la règle du tire-bou
hon représentée


i-
ontre. On peut aussi utiliser la main droite : on pla
e l'ex-

térieur de la main sur le 
ontour, les doigts dans le sens de

par
ours du 
ontour et la normale positive à la surfa
e est don-

née par le pou
e.

Figure 1.1 � Orientation d'une surfa
e
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1.2 Opérateurs agissant sur les 
hamps

1.3 Analyse ve
torielle

1.4 Transformation des domaines d'intégration

1.4.1 Théorème de Stokes

Soit un 
ontour orienté fermé (C) et une surfa
e (S)
quel
onque s'appuyant sur 
e 
ontour.

(S) est orientée suivant la 
onvention habituelle dite
du "tire-bou
hon".

Soit ~a(~r, t) un 
hamp ve
toriel dont les dérivées par-

tielles sont bornées - 
e sera souvent le 
as en phy-

sique -.

Figure 1.2 � Théorème de Stokes

1.4.2 Théorème d'Ostrogradski

Énon
é

Figure 1.3 � Théorème d'Ostrogradski

Figure 1.4 � Bouteille de Klein

Formule du gradient - Ve
teur surfa
e

Figure 1.5 � Ve
teur surfa
e
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1.5 Dé�nition intrinsèque des opérateurs

1.5.1 Gradient

Nous pourrions 
iter aussi l'exemple des lignes de

plus grande pente qui sont tangentes au gradient de

l'altitude et perpendi
ulaires aux lignes de niveau.

On a tra
é 
i-après en intensité (à gau
he) et ve
to-

riellement le 
hamp de gradient (à droite)

Figure 1.6 � Exemple de la fon
tion sin(x.y) simu-
lant un 
ol
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1.5.2 Divergen
e

Figure 1.7 � Lignes de 
hamp de 
harges pon
tuelles

1.5.3 Rotationnel

Figure 1.8 � Lignes de 
hamp

~B ave
 un �l ou une spire
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Chapitre 2

Introdu
tion à l'éle
tromagnétisme

2.1 Historique

2.2 Distributions de 
harges et de 
ourants

2.2.1 Charges et 
ourants éle
triques

Densité de 
harge

Densité de 
ourant

Dans un référentiel [R] donné, l'intensité i d'un 
ou-

rant à travers une surfa
e orientée S est la 
harge

éle
trique q qui traverse S par unité de temps mesu-

rée en ampères A. On rappelle que 1A = 1C.s−1
.

i dépend du temps et de S don
 du 
ontour fermé

sur lequel s'appuie S

i = iS(t) =
dq

dt
(2.1)

Soient les porteurs q1 de densité parti
ulaire n1 animés de la vitesse ~v1 par rapport au référentiel [R].

Durant dt, la 
harge traversant ~dS est 
ontenue dans

un 
ylindre de base dS et de génératri
e ~v1dt. Elle

vaut :

d3q1 = n1q1 ~v1dt. ~dS (2.2)

Soit sur toute la surfa
e

dq1 =
x

(S)

n1q1 ~v1. ~dS dt (2.3)

S'il y a plusieurs types de porteurs, le raisonnement est le même pour 
haque type de porteurs. Il

su�t de sommer sur tous les porteurs di�érents ensuite. En permutant la sommation sur les porteurs et

l'intégrale double qui ne porte pas sur les mêmes variables, nous obtenons

i = iS(t) =
dq

dt
=

∑

i∈typesdeporteurs

dqi

dt
=

x

(S)

~j. ~dS où

~j =
∑

i

niqi~vi (2.4)
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2.2.2 Équation lo
ale de 
onservation de la 
harge

2.2.3 Régime permanent - Intensité

Figure 2.1 � Tube de 
ourant

Rem : le 
ara
tère 
onservatif de l'intensité permet

de démontrer la lois des n÷uds vue en éle
tri
ité. Il

su�t dans 
e 
as de prendre une surfa
e fermée (Σ)
entourant le n÷ud. On a alors

∑

k

εkik = 0 (2.5)

2.2.4 S
hématisation des distributions de 
harges

Nous avons dé�ni au 
ours de 
e 
hapitre le 
ouple [ρ(~r, t),~j(~r, t)] qui représente le 
ouple densités

volumiques -
harges et 
ourant -.

Si les 
harges sont réparties sur une épaisseur faible

devant les dimensions latérales du système, nous au-

rons intérêt à dé�nir un nouveau 
ouple : le 
ouple

densités surfa
iques [σ(~r, t), ~js(~r, t)] ave


σ(~r, t) = lim
e→0

∫ e

0

ρ(~r, t)dz ~js(~r, t) = lim
e→0

∫ e

0

~j(~r, t)dz

(2.6)

Si maintenant les 
harges sont réparties sur une seule dimension signi�
ative, nous dé�nirons le 
ouple

densités linéiques [λ(~r, t), I(~r, t)~dl].

2.3 Postulats de l'éle
tromagnétisme

2.3.1 Champ éle
tromagnétique - For
e de Lorentz

2.3.2 Expression volumique de la for
e de lorentz
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Chapitre 3

Ele
trostatique

3.1 Champ éle
trostatique 
réé par une distribution de 
harges

3.1.1 Champ 
réé par une 
harge pon
tuelle

Soit une 
harge Q pla
ée en O. Si nous plaçons une

deuxième 
harge en M distant de r de O, Coulomb

a établi que 
elle-
i subit une for
e de la part de la


harge Q

~FQ→q =
Qq

4πε0r2
~ur (3.1)

3.1.2 Champ 
réé par un ensemble de 
harges pon
tuelles

Dans le 
as d'une distribution de N 
harges Qi pla-


ées en divers points Pi d'un volume donné, nous

allons pro
éder par superposition. Alors le 
hamp


réé en M sera

~E(M) =

N
∑

i=1

Qi

4πε0r2i
~ui =

N
∑

i=1

Qi

4πε0

~PiM

PiM
(3.2)

3.1.3 Cas d'une distribution 
ontinue

3.2 Potentiel éle
trostatique 
réé par une distribution de 
harges

3.3 Théorème de Gauss

3.4 Cal
ul de 
hamps 
lassiques dans des distributions à haut

degré de symétrie

3.4.1 Étude des symétries

La première étape 
onsiste à trouver la dire
tion du 
hamp éle
trique. Pour 
ela nous allons utiliser

le prin
ipe de Curie qui postule que dans une expérien
e de physique, les e�ets présentent au

moins les mêmes symétries que les 
auses.
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Plan de symétrie

Soit D une distribution de 
harges admet-

tant un plan de symétrie (πs). Comme le


hamp éle
trique ne dépend pas de l'orien-

tation de l'espa
e 
ar 
'est un ve
teur po-

laire, nous avons pour deux points M et

M
′

symétriques par rapport à (πs) :

~E(M
′

) = SSym[ ~E(M)] (3.3)

Si M ∈ (πs), il est son propre symétrique. Alors Ey = 0 né
essairement.

Le 
hamp

~E en un point M appartenant aux plans de symétrie de la distribution de


harges D appartient aussi à 
es plans

Plan d'antisymétrie

Soit D une distribution de 
harges admet-

tant un plan d'antisymétrie (πa). Comme

le 
hamp éle
trique ne dépend pas de

l'orientation de l'espa
e 
ar 
'est un ve
-

teur polaire, nous avons pour deux points

M etM
′

symétriques par rapport à (πa) :

~E(M
′

) = SAntisym[ ~E(M)] = −SSym[ ~E(M)]
(3.4)

Si M ∈ (πa), il est son propre symétrique. Alors Ex = Ez = 0 né
essairement.

Le 
hamp

~E en un point M appartenant aux plans aux plans d'antisymétrie de la dis-

tribution de 
harges D est perpendi
ulaire à 
es plans.

Rem : le plan de symétrie doit être un plan de symétrie géométrique de D et 
ontenir le point M !

Rem : le plan d'antisymétrie doit être un plan de symétrie géométrique de D qui 
hange le signe des


harges dans l'opération de symétrie. Il doit aussi 
ontenir le point M !

3.4.2 Invarian
es

3.4.3 Méthode de 
al
ul

Si la distribution présente un haut degré de symétrie (don
 en général si le 
hamp ne dépend que

d'une seule variable d'espa
e), on peut 
her
her à appliquer le théorème de Gauss.

Pour 
ela, il faut trouver une surfa
e fermée qui rende élémentaire le 
al
ul du �ux de

~E. Ce sera

don
 une surfa
e sur laquelle le module du 
hamp éle
trique est 
onstant.

Si on ne peut 
onstituer une surfa
e fermée en respe
tant 
ette 
ondition, on la fermera en y adjoi-

gnant des mor
eaux de surfa
e tels que

~E⊥ ~dS. On 
omptera positivement les �ux sortants de S.

Dans tous les autres 
as, il faudrait faire un 
al
ul dire
t à l'aide de la loi de Coulomb. L'étude

préalable des symétries permettra le plus souvent de réduire le 
al
ul à une ou deux intégrales simples.

Il ne faut don
 pas oublier de projeter

−→
E sur les dire
tions où il sera non nul avant de faire les

intégrations. Ce type de 
al
uls est hors programme.
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3.4.4 Champs 
lassiques

Sphère pleine

Soit une sphère de 
entre O, de rayon R, portant la 
harge Q uniformément répartie en volume.

Cela 
orrespond à une densité volumique de 
harge ρ =
3Q

4πR3

Par symétrie : les plans [M, ~er, ~eθ] et [M, ~er, ~eφ] sont plans de symétrie d'où

~E = E(r, θ, ϕ)~er
Par invarian
e :

~E = E(r)~er

La surfa
e de Gauss est une sphère 
entrée en O et passant par M : elle est fermée et telle que le

module de

~E soit 
onstant puisqu'il ne dépend que de r.

• r > R :

~E =
Q

4πε0r2
~er et V =

Q

4πε0r

ar V est nul à l'in�ni

• r < R :

~E =
Qr

4πε0R3
~er =

ρr

3ε0
~er et V =

Q

8πε0R3
(3R2 − r2) 
ar V est 
ontinu en r = R

Fil in�ni

Par symétrie : les plans [M, ~er, ~eθ] et [M, ~er, ~ez] sont plans de symétrie

d'où

~E = E(r, θ, z)~er
Par invarian
e :

~E = E(r)~er

La surfa
e de Gauss sera un 
ylindre de hauteur h quel
onque et ayant

pour base un 
er
le de rayon r : la surfa
e passe 
omme toujours par le

point où on 
her
he le 
hamp !

Le module de

~E est 
onstant sur la surfa
e latérale. On ferme la surfa
e

ave
 les deux 
ouver
les tels que

−→
E⊥−→

dS.

Figure 3.1 � Fil in�ni 
hargé ave
 une densité linéique de 
harges λ et

sa surfa
e de Gauss

L'appli
ation du théorème de Gauss donne

{
~E. ~dS =

Qint

ε0
⇔

✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘

x

couvbas

E(r)~er .(−dS)~ez +
x

surfacelat

E(r)~er .(dS)~er +

✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘

x

couvhaut

E(r)~er.(dS)~ez =
λh

ε0

D'où

~E =
λ

2πε0r
~er V =

λ

2πε0
ln
a

r

où a est une 
onstante arbitraire

Rem : on ne peut pas dire que V est nul à l'in�ni i
i puisque la distribution de 
harge n'est pas

d'extension �nie.

Rem : nous pouvons utiliser le même type de 
al
ul pour le 
ylindre in�ni en distinguant toutefois

les deux 
as : M intérieur au 
ylindre et M extérieur au 
ylindre.

Plan in�ni

Soit un plan in�ni portant la densité surfa
ique de 
harge σ > 0.

Par symétrie : les plans [M, ~ex, ~ez] et [M, ~ex, ~ey] sont plans de symétrie d'où

~E = E(x, y, z)~ez
Par invarian
e :

~E = E(z)~ez

La surfa
e de Gauss sera un 
ylindre de hauteur 2z et ayant pour base une surfa
e S quel
onque. Ce


ylindre est symétrique par rapport au plan xOy. Le module de

~E est 
onstant sur les 
ouver
les.
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Alors on obtient :

• z > 0 :

~E =
σ

2ε0
~ez et V = − σz

2ε0
ave


V nul en z = 0
• z < 0 :

~E = − σ

2ε0
~ez et V =

σz

2ε0
ave


V nul en z = 0

Figure 3.2 � Plan in�ni 
hargé ave
 une den-

sité surfa
ique de 
harges σ et sa surfa
e de

Gauss

On ferme la surfa
e ave
 la surfa
e latérale telle que

~E⊥ ~dS.

Rem : on ne peut pas dire que V est nul à l'in�ni i
i puisque la distribution de 
harge n'est pas

d'extension �nie.

Champ au voisinage de l'axe d'une spire de rayon a

Soit une spire de rayon a, d'axe z, portant la 
harge linéique λ. Eu égard aux symétries, il faut faire

un 
al
ul dire
t. On trouve pour un point M appartenant à l'axe Oz :

V =
λa

2ε0
√
a2 + z2

~E =
λaz

2ε0(a2 + z2)
3
2

~ez (3.5)

Le 
hamp au voisinage de l'axe a deux 
omposantes : une 
omposante axiale qu'on 
onsidérera égale à


elle obtenue pour un point de l'axe et une 
omposante radiale qu'on trouvera en appliquant le théorème

de Gauss à un petit 
ylindre de longueur dz et de rayon r petit devant z.

Figure 3.3 � Spire 
hargée ave
 une densité linéique

de 
harges λ

3.4.5 Continuités

A la traversée d'une distribution de 
harges, le potentiel et le 
hamp éle
trique se 
omportent di�é-

remment. Les diverses 
ontinuités sont rappelées 
i-dessous.

Distribution Champ éle
trique

~E Potentiel V

Volumique ρ Continu Continu

Surfa
ique σ Dis
ontinu

Relation de passage

~E2− ~E1=
σ

ε0
~n12

Continu

Linéique λ Dis
ontinu Dis
ontinu
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3.5 Modèle de 
ondensateur

3.5.1 Dispositif

Un 
ondensateur est 
onstitué de deux armatures


ondu
tri
es - i
i des plans de surfa
e S - séparés par

une distan
e e. L'espa
e inter armatures peut être

vide 
omme i
i ou rempli d'un isolant de permittivité

relative εr.

Les armatures sont reliées à un générateur qui im-

pose une d.d.p. U 
e qui entraine l'établissement

d'un 
hamp éle
trique

~E entre les armatures. Des


harges opposées s'a

umulent alors sur les arma-

tures.

Figure 3.4 � Condensateur plan e≪ Dim.lat.

Notre approximation 
onsiste à 
onsidérer l'é
artement e 
omme très petit devant les dimensions

latérales des plans 
ondu
teurs : nous pourrons don
 raisonner 
omme si les plans étaient in�nis.

3.5.2 Cal
ul du 
hamp

~E

Entre les armatures, nous aurons

~E = ~E1 + ~E2 =
σ

2ε0
(−~ez) +

−σ
2ε0

~ez

⇔ ~E = − σ

ε0
~ez

Figure 3.5 � Condensateur plan

3.6 Dip�le éle
trostatique

3.6.1 Dé�nition

Un dip�le éle
trostatique est 
onstitué par deux


harges pon
tuelles −q au point N et +q au point P

ave
 a = NP .

Nous nous pla
erons loin du dip�le soit r ≫ a : le

dip�le apparaitra 
omme quasi-pon
tuel depuis M .

Figure 3.6 � Dip�le éle
trostatique
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3.6.2 Lignes de 
hamp - Equipotentielles

On peut faire le tra
é des lignes de 
hamp.

A partir de

dr

Er
=
rdθ

Eθ
(3.6)

on a

dr

r
=

2cosθ.dθ

sinθ
⇔ r = r0 sin

2 θ (3.7)

Les équipotentielles sont données par r = C.
√

|cosθ| .

On obtient alors le tra
é suivant où les équipotentielles sont en vert et les lignes de 
hamp en rouge.

3.6.3 Energie potentielle et a
tions subies par un dip�le dans un 
hamp

extérieur
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Chapitre 4

Magnétostatique

4.1 Champ magnétique 
réé par une distribution de 
ourant (hors

programme)

4.2 Théorème d'Ampère

4.2.1 Flux du 
hamp magnétique

Figure 4.1 � Tube de 
hamp magnétique
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4.2.2 Théorème d'Ampère

Nous 
onsidèrerons une distribution de 
ourants. Nous nous

proposons de 
al
uler la 
ir
ulation du 
hamp magnétique 
réé

par 
ette distribution sur un 
ontour orienté (C) donnée :
� soit les 
ourants traversent toute surfa
e (S) s'ap-

puyant sur (C) et leur 
ontribution à la 
ir
ulation sera

µ0Ienlacé.

� soit il existe au moins une surfa
e (S) s'appuyant sur (C)
que les 
ourants ne traversent pas et leur 
ontribution à

la 
ir
ulation sera nulle

4.3 Cal
ul de 
hamps 
lassiques dans des distributions à haut

degré de symétrie

4.3.1 Étude des symétries

La première étape 
onsiste à trouver la dire
tion du 
hamp magnétique. Pour 
ela nous allons utiliser

le prin
ipe de Curie qui postule que dans une expérien
e de physique, les e�ets présentent au

moins les mêmes symétries que les 
auses.

Plan de symétrie

Soit D une distribution de 
ourants admettant

un plan de symétrie (πs). Comme le 
hamp ma-

gnétique dépend de l'orientation de l'espa
e -

via le produit ve
toriel, voir la loi de Biot et

Savart - 
ar 
'est un ve
teur axial, nous avons

pour deux pointsM etM
′

symétriques par rap-

port à (πs) :

~B(M
′

) = −SSym[ ~B(M)] = SAntisym[ ~B(M)]
(4.1)

Si M ∈ (πs), il est son propre symétrique. Alors Bx = Bz = 0 né
essairement.

Le 
hamp

~B en un point M appartenant aux plans de symétrie de la distribution de


ourants D est perpendi
ulaire à 
es plans.

Plan d'antisymétrie

Soit D une distribution de 
ourants admettant

un plan d'antisymétrie (πa). Comme le 
hamp

magnétique dépend de l'orientation de l'espa
e

-via le produit ve
toriel, voir la loi de Biot et

Savart - 
ar 
'est un ve
teur axial, nous avons

pour deux pointsM etM
′

symétriques par rap-

port à (πa) :

~B(M
′

) = −SAntisym[ ~B(M)] = SSym[ ~B(M)]
(4.2)

Si M ∈ (πa), il est son propre symétrique. Alors By = 0 né
essairement.
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Le 
hamp

~B en un point M appartenant aux plans d'antisymétrie de la distribution de


ourants D appartient aussi à 
es plans

Rem : le plan de symétrie doit être un plan de symétrie géométrique de D et 
ontenir le point M.

De plus il ne doit pas 
hanger le sens des 
ourants. !

Rem : le plan d'antisymétrie doit être un plan de symétrie géométrique de D qui 
hange le sens des


ourants dans l'opération de symétrie. Il doit aussi 
ontenir le point M. De plus il doit 
hanger

le sens des 
ourants. !

4.3.2 Invarian
es

La deuxième étape 
onsiste trouver les variables d'espa
e dont dépend le 
hamp magnétique.

Si la répartition est invariante par translation le long d'un axe alors

~B est invariant le long de 
et

axe.

Si la distribution est invariante par rotation autour d'un axe alors le 
hamp

~B ne dépend pas de

l'angle repérant la rotation autour de 
et axe.

4.3.3 Méthode de 
al
ul

Si la distribution présente un haut degré de symétrie (don
 en général si le 
hamp ne dépend que

d'une seule variable d'espa
e ou deux à la rigueur), on peut 
her
her à appliquer le théorème d'Ampère.

Pour 
ela, il faut trouver un 
ontour fermé qui rende élémentaire le 
al
ul de la 
ir
ulation de

~B. Ce sera

don
 un 
ontour le long duquel le module du 
hamp magnétique est 
onstant.

Si on ne peut 
onstituer un 
ontour fermé en respe
tant 
ette 
ondition, on le fermera en y adjoignant

des mor
eaux de 
ontour tels que

~B⊥~dl. On 
omptera positivement les 
ourants traversant la surfa
e

s'appuyant sur le 
ontour orienté (C) dans le sens �xé par l'orientation de (C) (règle du tire bou
hon)

Dans tous les autres 
as, il faudrait faire un 
al
ul dire
t -hors programme - à l'aide de la loi de Biot

et Savart. Dans 
e 
as, l'étude préalable des symétries permettra le plus souvent de réduire le 
al
ul à

une ou deux intégrales simples. Il ne faut don
 pas oublier de projeter

~B sur les dire
tions où il sera

non nul avant de faire les intégrations. Même dans les 
as où les 
oordonnées 
artésiennes semblent

judi
ieuses (demi-droite, segment. . .), un paramétrage en angle simpli�era souvent les 
al
uls. est hors

programme.

4.3.4 Champs 
lassiques

Fil in�ni

Par symétrie : le plan [M, ~er, ~ez] est plan de symétrie d'où−→
B = B(r, θ, z)−→eθ

Par invarian
e :

−→
B = B(r)−→eθ

Le 
ontour fermé sera un 
er
le de rayon r : le 
ontour passe


omme toujours par le point où on 
her
he le 
hamp ! Le module

de B est 
onstant sur 
e 
ontour.

∮

(C)

~B.~dl = 2πrB(r) = µ0I ⇔ −→
B =

µ0I

2πr
−→eθ

Les lignes de 
hamp sont des 
er
les d'axe Oz. On retrouve i
i le fait que

~B est un 
hamp de

rotationnel : il s'enroule autour de ses sour
es.
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Cylindre in�ni

Soit un 
ylindre d'axe Oz de rayon R par
ouru par un 
ourant I. Il faut i
i envisager deux 
as suivant

que le point M est pla
é à l'intérieur ou à l'extérieur du 
ylindre. Soit j =
I

πR2
le ve
teur densité de


ourant

• si r > R, le 
ourant enla
é sera Ienlacé = jπR2 = I

• si r < R, le 
ourant enla
é sera Ienlacé = jπr2 = I
r2

R2

Par symétrie : le plan [M, ~er, ~ez] est plan de symétrie d'où−→
B = B(r, θ, z)−→eθ

Par invarian
e :

−→
B = B(r)−→eθ

Le 
ontour fermé sera un 
er
le de rayon r : le 
ontour passe


omme toujours par le point où on 
her
he le 
hamp ! Le module

de B est 
onstant sur 
e 
ontour.

r > R :

∮

(C)

~B.~dl = 2πrB(r) = µ0I ⇔ ~B =
µ0I

2πr
−→eθ (4.3)

r < R :

∮

(C)

~B.~dl = 2πrB(r) = µ0I
r2

R2
⇔ ~B =

µ0Ir

2πR2
−→eθ (4.4)

Les lignes de 
hamp sont toujours des 
er
les d'axe Oz. On retrouve i
i le fait que

~B est un 
hamp

de rotationnel : il s'enroule autour de ses sour
es.

Champ au voisinage de l'axe d'une spire de rayon R

Soit une spire de rayon R, d'axe z, par
ourue par un 
ourant I. Eu égard aux symétries, il faut faire

un 
al
ul dire
t -hors programme -.

On a

~B =
µ0

4π

∫

(C)

I ~dl ∧ ~PM

PM3 =
µ0

4π

∫

(C)

IRdθ ~eθ ∧ (R~er + z ~ez)

(R2 + z2)
3/2

(4.5)

On trouve pour un point M appartenant à l'axe Oz :

~B =
µ0IR

2

2(R2 + z2)
3
2

~ez =
µ0I

2R
sin3α~ez

où sinα =
R√

R2 + z2

Figure 4.2 � Spire par
ourue par un 
ourant I

Le 
hamp au voisinage de l'axe a deux 
omposantes : une 
omposante axiale qu'on 
onsidérera égale

à 
elle obtenue pour un point de l'axe et une 
omposante radiale qu'on trouvera en é
rivant que le �ux

de

~B à travers la surfa
e un petit 
ylindre de longueur dz et de rayon r petit devant z est nul.

Figure 4.3 � Spire par
ourue par un 
ourant I
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On montre alors que :

{
~B. ~dS = 0 = −

x

base en z

Bz (z) .dS +
x

surface latérale

Br (r, z) .dS +
x

base en z+dz

Bz (z + dz) .dS (4.6)

Soit 0 = −Bz (z) .πr
2 + Br (r, z) .2πrdz +Bz (z + dz)πr2

D'où

Br (r, z) = − r
2
.
∂Bz

∂z
(4.7)

Nous retrouvons le résultat déjà obtenu pour une spire ave
 une densité linéique de 
harge λ.

4.3.5 Solénoïde in�ni

Soit un solénoïde de rayon R, in�niment long, 
omportant n spires par unité de longueur par
ourues

par un 
ourant I.

Par symétrie : le plan [M, ~er, ~eθ] est plan de symétrie

d'où

~B = B(r, θ, z)~ez

Par invarian
e :

~B = B(r)~ez

On va utiliser 3 
ontours fermés : un à l'extérieur

du solénoïde, un à l'intérieur et un à 
heval sur l'in-

térieur et l'extérieur. Le 
ontour fermé sera un re
-

tangle de longueur h arbitraire et dont un de 
�té est

à r1 de l'axe du solénoïde et l'autre à r2 : le 
ontour

passe 
omme toujours par le point où on 
her
he le


hamp ! Le module de B est 
onstant sur les 
�tés

horizontaux et

~B⊥~dl sur les 
�tés verti
aux.
Figure 4.4 � Solénoïde in�ni

On 
omptera positivement les 
ourants traversant la surfa
e s'appuyant sur les 
ontours orientés Ci

dans le sens �xé par l'orientation de Ci (règle du tire bou
hon)

Sur (C1) :
∮

~B.~dl = 0 = B (r1) .h−B (r2) .h

Don
 Bext est 
onstant. On prendra 
ette 
onstante nulle pour des 
onsidérations énergétiques : en

e�et si 
ette 
onstante n'était pas nulle, 
ela signi�erait qu'une tran
he de solénoïde in�niment �ne de

longueur dz pourrait sto
ker une énergie in�nie !

En utilisant le 
ontour (C3), on montre de même que Bint est 
onstant.

En�n sur (C2) :
∮

~B.~dl = Bint.h = µ0nIh

Soit

~Bint = µ0nI ~ez et

~Bext = ~0 (4.8)
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4.3.6 Cal
ul du potentiel ve
teur (hors programme)

Symétries et invarian
es

Méthodes de 
al
ul

Figure 4.5 � Solénoïde in�ni

A partir de la dé�nition

4.3.7 Continuités

A la traversée d'une distribution de 
harges, le potentiel ve
teur et le 
hamp magnétique se 
omportent

di�éremment. Les diverses 
ontinuités sont rappelées 
i-dessous.

Distribution Champ éle
trique

−→
B Potentiel ve
teur

−→
A

Volumique

−→
j (P) Continu Continu

Surfa
ique

−→
js (P) Dis
ontinu

Relation de passage−→
B2−

−→
B1=µ0

−→
js

∧−→n12

Continu

Linéique I Dis
ontinu Dis
ontinu

4.4 Dip�le magnétique

4.4.1 Moment dipolaire magnétique

4.4.2 Champ magnétique 
réé à grande distan
e

Le potentiel ve
teur 
réé en un point M distant de r est donné

par :

~A =
µ0

4π
.
~M∧ ~r
r3

=
µ0M cosθ

4πr2
~eϕ

Le 
hamp magnétique est donné par :

−→
B =

µ0

4π

3
(

~M.−→r
)−→r − r2 ~M
r5

=
µ0

4π

2M cosθ

r3
−→er+

µ0

4π

M sinθ

r3
~eθ
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Chapitre 5

Les équations de Maxwell

5.1 Présentation des équations

5.1.1 Equations lo
ales et globales

5.1.2 Théorème de superposition

5.1.3 Conservation de la 
harge

5.1.4 Analyse physique des équations

Équation de Maxwell - Thomson

Comme

~∇. ~B = 0, le 
hamp magnétique n'a pas de

sour
e qui joueraient pour

~B le r�le des 
harges pour

~E.

En e�et, s'il existait une 
harge magnétique, nous

aurions φΣ 6= 0 
e qui est in
ompatible ave
 (MT ).

Figure 5.1 � Monopole magnétique ?

Équation de Maxwell - Gauss

Équation de Maxwell - Faraday

En régime permanent

~∇∧ ~E = ~0.

Soit une surfa
e (S) s'appuyant sur un 
ontour fermé

orienté (C). Cher
hons la 
ir
ulation de

~E sur (C).
D'après le théorème de Stokes :

∮

(C)

~E.~dl =
x

(S)

(~∇ ∧ ~E). ~dS = 0 (5.1)

En régime permanent

~E est à 
ir
ulation 
onserva-

tive.

Figure 5.2 �

~E - 
ir
ulation 
onservative
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Équation de Maxwel - Ampère

5.2 Résolution des équations

5.2.1 Potentiels

5.2.2 Non uni
ité des potentiels

5.2.3 Équations des potentiels - Jauges

5.2.4 Régime permanent : résolution de l'équation de Lapla
e

Problème à symétrie 
ylindrique

Problème à symétrie sphérique

5.3 Conditions aux limites

5.3.1 Position du problème

Soit f une des 
omposantes de

~E ou

~B.

On pose f1 = limz→0− f(x, y, z, t) et f2 = limz→0+ f(x, y, z, t)

On 
hi�rera la dis
ontinuité par ∆f = f2 − f1

Figure 5.3 � Passage entre deux milieux

5.3.2 Conditions de passage

Champ éle
trique

~E(~r, t)

Champ magnétique

~B(~r, t)

5.4 Équations de Maxwell en milieu matériel (hors programme)
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Chapitre 6

Énergie éle
tromagnétique dans le vide

6.1 Bilan énergétique

6.1.1 Lo
alisation de l'énergie

Figure 6.1 � Transformateur

6.1.2 Bilan lo
al

Densité d'énergie

Soit un volume (V ) �xe dans [R] délimité par une

surfa
e (S). Supposons que 
e volume soit 
ara
té-

risé par la distribution de 
harges D [ρ(~r, t),~j(~r, t)].

Plaçons 
e volume dans le 
hamp éle
tromagnétique

[ ~E(~r, t), ~B(~r, t)].

22



Puissan
e de la for
e de Lorentz

Conservation lo
ale de l'énergie

6.2 Énergie du 
hamp éle
tromagnétique

6.2.1 Densité d'énergie éle
tromagnétique

6.2.2 Ve
teur de Poynting

6.2.3 Exemples de bilans

Condensateur plan

Un 
ondensateur est 
onstitué de deux armatures


ondu
tri
es - i
i des plans de surfa
e S - séparés par

une distan
e e. L'espa
e inter armatures peut être

vide 
omme i
i ou rempli d'un isolant de permittivité

relative εr.

Les armatures sont reliées à un générateur qui im-

pose une d.d.p. U 
e qui entraine l'établissement

d'un 
hamp éle
trique

~E entre les armatures. Des


harges opposées s'a

umulent alors sur les arma-

tures.

Figure 6.2 � Condensateur plan e≪ Dim.lat.

Solénoïde

Puissan
e dissipée dans un 
ondu
teur

Soit un 
ondu
teur 
ylindrique de rayon a, de longueur l, de


ondu
tivité γ par
ouru par un 
ourant I. Sa résistan
e est

R =
l

γS
.

Le 
hamp

~E asso
ié au 
ourant I 
ir
ulant dans le 
ondu
teur

est donné par la loi d'Ohm lo
ale soit

~j = γ ~E ⇒ ~E = E ~ez =
I

γπa2
~ez (6.1)

Figure 6.3 � Condu
teur 
ylindrique
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Chapitre 7

Propagation des ondes

éle
tromagnétiques dans le vide

7.1 Le 
hamp éle
tromagnétique dans le vide

7.1.1 L'équation d'onde dans le vide

7.1.2 L'OEMPP solution parti
ulière

Résolution de l'équation d'onde

Intéressons nous à la partie f(x− ct) de s(x, t) :
f(x+∆x− c(t+∆t)) = f(x− ct) si ∆x = c∆t.

La grandeur f se propage à la 
élérité c vers les x


roissants sans déformation.

On parlera pour f d'onde plane progressive

OEMPP

Figure 7.1 � Onde plane progressive

g(x+ ct) est aussi une OEMPP mais elle se propage vers les x dé
roissants - don
 en sens inverse de

f(x− ct) -. Nous verrons plus loin d'autres types de solutions que les OEMPP.

Rem : en réalité la sour
e de l'onde étant for
ément

d'extension �nie, le modèle de l'onde plane ne sera

valide que lo
alement et loin des sour
es.

Figure 7.2 � Onde lo
alement plane progressive
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Stru
ture de l'OEMPP

7.1.3 Onde sphérique

7.1.4 Distribution en fréquen
e

Le spe
tre visible

A 
haque 
ouleur du spe
tre visible, on peut asso
ier une longueur d'onde dans le vide λ par la

relation

λ =
c

ν
(7.1)

Par exemple pour le jaune λJ = 600nm don
 νJ = 5.1014Hz.
Le domaine visible s'étend du violet au rouge soit λV = 400nm ≤ λ ≤ λR = 800nm et en fréquen
es

νV = 8.1014Hz ≥ ν ≥ νR = 4.1014Hz

Figure 7.3 � Spe
tre visible

Divers domaines du spe
tre éle
tromagnétique

• Ondes hertziennes : à partir de 0.1mm et sans limite supérieure (radio, télé, radars...)

• Infrarouge IR : de 800nm à 300µm. Ils sont produits par les 
orps 
hau�és - rayonnement ther-

mique -. Par exemple à 300K, le rayonnement émis est à 10µm
• Visible : de 400nm à 800nm. Nous avons déjà dé
rit 
e domaine au paragraphe pré
édent.

• Ultraviolet UV : de 10nm à 400nm. Ils sont produits par des emissions atomiques plus énergétiques

que 
elles de la lumière visible.

• Rayons X : de 20pm à 10nm. On remarque que λ ets de l'ordre de la distan
e inter atomique. Ils

seront di�ra
tés par la matière d'où leur intérêt pour l'étude des stru
tures atomiques. Ils sont

aussi produits par des transitions éle
troniques mais plus énergétiques que pour les UV.

• Rayons γ : en dessous de 20pm. Ils sont très énergétiques. Ils sont produits lors de la désintégra-

tion radioa
tive des noyaux des atomes ou par d'autres pro
essus nu
léaires ou par rayonnement


osmique.

Figure 7.4 � Spe
tre ondes éle
tromagnétiques
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7.2 Ondes planes mono
hromatiques ou harmoniques

7.3 Représentation 
omplexe du 
hamp éle
tromagnétique

7.4 Énergie transportée par une onde éle
tromagnétique

7.5 Polarisation

7.5.1 Dé�nition

Une OEMPPH est dite polarisée si l'ex-

trémité du ve
teur

~E dé
rit au 
ours du

temps une 
ourbe fermée bien dé�nie

Pour la des
ription, on se pla
era dans le

plan x = 0 en regardant les diverses posi-

tions de

~E au 
ours du temps.

Figure 7.5 � Polarisation 
ir
ulaire et el-

liptique

Par un 
hoix judi
ieux de l'origine des temps, on pourra é
rire

~E sous la forme

~E =







Ex = 0
Ey = E0y cos(kx− ωt)
Ez = E0z cos(kx− ωt− ϕ)

et

~B =
~n ∧ ~E

c
(7.2)

7.5.2 Polarisation de l'OEMPPH

Polarisation re
tiligne

Si ϕ = 0 ou ϕ = π, la 
ourbe dé
rite est une droite.

~E et

~B gardent une dire
tion �xe.

Figure 7.6 � Polarisation re
tiligne

Cette dire
tion n'est pas né
essairement 
elle représentée sur le s
héma 
i-
ontre. Elle est donnée par

tanα =
E0z

E0y

e qui est fa
ile à redémontrer.
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Polarisation elliptique

Si ϕ 6= pπ ave
 p entier, la 
ourbe dé
rite

est une ellipse. Montrons le :

Ey

E0y
= cosωt

Ez

E0z
= cos(ωt− ϕ) = cosωt cosϕ+ sinωt sinϕ

Soit sinωt sinϕ =
Ez

E0z
− Ey

E0y
cosϕ. En

éliminant le temps :

(

Ey

E0y

)2

+

(

Ez

E0z

)2

−2

(

Ey

E0y

)(

Ez

E0z

)

cosϕ = sin2 ϕ

(7.3)

Figure 7.7 � Polarisation elliptique

Figure 7.8 � Divers états de polarisation - Sens de par
ours des ellipses

Pour obtenir le sens de rotation de l'extrémité de

~E sur l'ellipse, on se pla
e à t = 0. A 
et instant

Ey = E0y est maximal et

dEz

dt
= ωE0z sinϕ. Le signe de sinϕ �xe le sens de rotation.

Rem : Notons qu'une onde polarisée elliptiquement peut être représentée 
omme la superposition de

deux ondes polarisées re
tilignement dans des dire
tions orthogonales.

Polarisation 
ir
ulaire

Si ϕ =
π

2
ou ϕ =

3π

2
et que E0y = E0z , on a une polarisation 
ir
ulaire.

Rem : la superposition de deux ondes polarisées 
ir
ulairement de même amplitude et de sens


ontraires donne une onde polarisée re
tilignement.
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7.5.3 Polariseurs - Loi de Malus

La lumière naturelle - soleil, lampes...- n'est pas polarisée. Nous pouvons garder la représentation

en deux ondes polarisées re
tilignement orthogonales mais la phase ϕ varie aléatoirement. Nous sommes

don
 dans au
un des 
as envisagés pré
édemment.

Il existe des dispositifs optiques 
onstitués générale-

ment d'un �lm polaroïd appelés polariseurs tels qu'à

leur traversée apparait un état de polarisation re
ti-

ligne parallèle à leurs dire
tion privilégiée.

En fait le polaroïd est 
onstitué molé
ules longues

suivant une dire
tion et 
ourtes dans la dire
tion per-

pendi
ulaire : 
es dernières vont absorber le 
hamp

~E quand il est parallèle à la grande longueur des

molé
ules du �lm.

Figure 7.9 � Polariseur

Si on pla
e un se
ond polariseur à la sortie du pre-

mier, 
e dernier va projeter une nouvelle fois le


hamp

~E sur sa dire
tion privilégiée.

Si 
elle-
i est perpendi
ulaire à 
elle du premier po-

lariseur, rien ne sera transmis 
omme illustré sur le

dessin 
i-
ontre.

Comme le se
ond polariseur permet d'analyser la di-

re
tion de polarisation re
tiligne de la lumière, on le

nomme analyseur. mais 
'est le même dispositif que

le premier polariseur.

Figure 7.10 � Polariseur et analyseur

Soient I0 l'intensité énergétique avant (A)
et I 
elle après (A). Sa
hant qu'elle sont

proportionnelles au 
arré du 
hamp éle
-

trique, nous obtenons la loi de Malus

I = I0 cos
2 α (7.4)

Figure 7.11 � Loi de Malus

Si α = 0, I est maximum. Si α =
π

2
, I = 0 il y a extin
tion. Notons qu'abstra
tion faite du cos2 α,

un analyseur 
omme un polariseur absorbe une partie importante de l'énergie.

7.5.4 Lames à retard

Généralités

Soit une lame min
e taillée dans un 
ristal anisotrope. Cette lame à fa
e parallèle d'épaisseur e va

agir sur l'état de polarisation de la lumière.

En e�et un 
ristal uniaxe possède la symétrie de révolution autour d'un axe optique. Cet axe sera

parallèle à la fa
e d'entrée.
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Si on envoie une onde polarisée re
tilignement

� suivant Oy, la lame présente l'indi
e n0 dit ordinaire

� suivant Oz, la lame présente l'indi
e ne dit extraordi-

naire. Oz est l'axe optique de la lame

Figure 7.12 � Cristal uniaxe

Les 
omposantes de

~E s'é
rivent à l'entrée et à la sortie de la lame :

~Ei =







Ex = 0
Ey = E0y cos(kx− ωt)
Ez = E0z cos(kx− ωt− ϕ)

et

~Es =















Ex = 0

Ey = E0y cos(kx− ωt− n0e

c
)

Ez = E0z cos(kx− ωt− ϕ− nee

c
)

(7.5)

La lame introduit don
 un déphasage supplémentaire ψ entre les deux 
omposantes du 
hamp éle
-

trique. On aura

ψ =
2π

λ
(ne − n0)e (7.6)

Une onde polarisée re
tilignement ressortira don
 en général polarisée elliptiquement sauf si elle est

sur les lignes neutres de la lame à savoir Oy et Oz.

Lame quart d'onde

Nous 
hoisissons i
i pour λ donné une épaisseur e telle que ψ =
π

2
⇔ δ =

2π

ψ
=
λ

4
Une onde polarisée re
tilignement ressortira polarisée elliptiquement, les axes de l'ellipse étant les

lignes neutres de la lame.

Si la polarisation re
tiligne in
idente est

sur les bisse
tri
es des lignes neutres de la

lame, la polarisation en sortie sera 
ir
u-

laire.

Bien sûr, son on envoie une onde polari-

sée 
ir
ulairement, elle ressortira polari-

sée re
tilignement sur les bisse
tri
es des

lignes neutres de la lame.

Lame demi-onde

Nous 
hoisissons i
i pour λ donné une épaisseur e telle que ψ = π ⇔ δ =
2π

ψ
=
λ

2
Une onde polarisée re
tilignement ressortira polarisée re
tilignement dans une dire
tion symétrique

de la dire
tion in
idente par rapport aux lignes neutres de la lame.
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Chapitre 8

Propagation d'une onde

éle
tromagnétique dans un plasma -

Dispersion

8.1 Rappels sur la propagation d'une OEMPPH dans le vide

8.2 Modélisation d'un plasma

8.3 Phénomène de dispersion

8.3.1 Groupe d'onde

8.3.2 Vitesse de phase

8.3.3 Dispersion

Un milieu sera dispersif si la vitesse de phase est une fon
tion de la pulsation : vϕ = vϕ(ω).

En e�et, si les vitesses de phase di�èrent suivant les pulsations, un paquet d'onde va avoir tendan
e

à s'étaler au fur et à mesure de la propagation. C'est 
e qu'on appelle la dispersion.

Figure 8.1 � Etalement d'un paquet d'onde
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Chapitre 9

Propagation d'une onde

éle
tromagnétique dans un milieu

ohmique - Ré�exion sur un métal

parfait

9.1 Propagation d'une onde éle
tromagnétique dans un milieu

ohmique

9.2 Modèle du 
ondu
teur parfait

9.3 Ré�exion d'une onde éle
tromagnétique en in
iden
e nor-

male sur un 
ondu
teur parfait

9.3.1 Position du problème

Soit une OEMPPH polarisée re
tilignement suivant Ox tombant sur un 
ondu
teur parfait. On notera

[ ~E1, ~Bi] le 
hamp éle
tromagnétique in
ident.

Comme le 
ondu
teur est parfait, sa 
ondu
tivité est in�nie mais il existe toutefois une densité

super�
ielle de 
harges σ.

Le 
hamp in
ident

~Ei met en mouvement les éle
-

trons de la surfa
e du 
ondu
teur. Ceux -
i en-

gendrent un 
ourant induit qui s'oppose par ses e�ets

à la pénétration de l'onde dans le 
ondu
teur -loi de

Lenz -. Les éle
trons os
illants autour des 
harges po-

sitives seront assimilés à des dip�les rayonnant une


hamp éle
tromagnétique dans tout l'espa
e - voir le


hapitre suivant - :

• zone z>0 : 
ette OEM va interférer ave


l'onde in
idente pour que le 
hamp total soit

nul. En e�et dans un 
ondu
teur parfait en

régime variable

~Eint = ~0 et

~Bint = ~0.
• zone z<0 : 
ette OEM 
onstitue le 
hamp

éle
tromagnétique ré�é
hi [ ~Er, ~Br]

Figure 9.1 � Ré�exion sur un 
ondu
teur parfait
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9.3.2 Stru
ture de l'onde ré�é
hie

Au bilan le 
hamp éle
tromagnétique ré�é
hi s'é
rit

en utilisant la relation de stru
ture de l'OEMPP :

~Er = −E0e
−i(kz+ωt) ~ex (9.1)

~Br =
~kr ∧ ~Er

ω
=
E0

c
e−i(kz+ωt) ~ey (9.2)

~kr = −k ~ez = −ω
c
~ez (9.3)

Figure 9.2 � Ré�exion sur un 
ondu
teur parfait

9.3.3 Stru
ture de l'onde résultante : onde stationnaire

Figure 9.3 � Stru
ture de l'onde stationnaire

9.3.4 Pression de radiation

9.3.5 Propagation entre deux plans 
ondu
teurs parfaits parallèles

On s'intéresse i
i à la propa-

gation d'un 
hamp éle
trique

~E = E0y(x, y)e
i(kz−ωt) ~ey entre deux

plans 
ondu
teurs parfaits parallèles. Le


hamp

~E est don
 parallèle aux deux

plans 
ondu
teurs. On ne suppose pas

que nous avons une onde plane i
i.

Rem : 
e mode est appelé mode trans-

verse éle
trique (TE) 
ar ~E est perpendi-


ulaire à la dire
tion de propagation ~ez

Figure 9.4 � Propagation entre deux

plans 
ondu
teurs parfaits parallèles

9.3.6 Dispersion et 
oupure des divers modes
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Chapitre 10

Rayonnement d'un dip�le os
illant

10.1 Approximation dipolaire

Soit une distribution de 
harges (D) 
onsitituées de 
harges qi
pla
ées en des points Ai mobiles au voisinage de l'origine O.

Les 
harges sont dans un volume 
on�né.

On 
her
he une expression appro
hée des potentiels

[v(~r, t), ~A(~r, t)] 
réés par (D) en un point M �xe et éloi-

gné de O.

On supposera don
 que ∀Ai ∈ (D) r ≫ ai où ai = OAi et

r = OM .

Figure 10.1 � Distribution de 
harges rayonnant un 
hamp

éle
tromagnétique

10.2 Modèle du dip�le os
illant

Le moment dipolaire vaut

~p = q
−→
OS = qz0 cosωt~ez (10.1)

Nous nous pla
erons en 
oordonnées sphériques. L'approxima-

tion dipolaire vue au paragraphe pré
édent s'é
rit i
i :

� M ets loin du dip�le soit r ≫ z0
� les 
harges sont non relativistes soit ż ≪ c ou en
ore

z0 ≪ λ.

Figure 10.2 � Modèle du dip�le os
illant
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10.3 Le 
hamp éle
tromagnétique rayonné

10.3.1 Cal
ul des 
hamps

~E et

~B (hors programme)

10.3.2 Zones de rayonnement

10.3.3 Stru
ture du 
hamp rayonné

10.4 Puissan
e rayonnée par le dip�le os
illant

10.4.1 Ve
teur de Poynting

Figure 10.3 � Intensité énergétique émise par un dip�le os
illant

10.4.2 Puissan
e rayonnée dans tout l'espa
e

Figure 10.4 � Puissan
e rayonnée à travers une

sphère

10.4.3 Généralisation
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